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PRZYKELADOWE ZADANIA
Zadanie 1
Przez $rodek boku trojkata rownobocznego ABC poprowadzono prosta tworzaca z tym
bokiem kat ostry o . Wyrazi¢ stosunek pdl figur na jakie ta prosta dzieli trojkat ABC jako
funkcje kata « .

Szkic rozwigzania.

C
E
o
A D E
Oznaczmy:
a - dlugo$¢ boku trojkata ABC,

Pole trojkata ABC:
a*\3
S ABC T

Pole trojkata DBE:

a

S e :%-|DB|-|DE|-sina: |DE|-sina (1)

Z.

Z twierdzenia sinusoéw dla trojkata DBE:
\DE| DB
sin60°  sin(180° — 60° — )

Stad
_ |DB|-sin60° a3
" sin(120° — @) 4sin(120° — )

|DE]| (2)
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Wstawiajac (2) do (1) otrzymamy
_ d’3sina
PPE 16sin(120° — a)

Pole czworokata ADEC:

a’\3

4 _SDBE

SADEC = SABC - SDBE =
Zatem
a’\3

Siec 4 ~Sone _ a*\3 _ 16sin(1209 — ) 3

- 4sin(120° — )
S psE S psE 4 a’*~3sina sin

1

. o _
Odp. Szukany stosunek pol ma warto$é Savsc _ 4sm(1'20 @) _
S e sina

l.

Zadanie 2

W okregu o promieniu 1 poprowadzono dwie prostopadte cigciwy AB i CD.
Wykazaé, ze |JACI* + [BD[* = 4.

Szkic rozwigzania.

Niech [£4BC|=«a,

wtedy |£BCD|=90° -«
Stosujemy twierdzenie sinusow
|A C| =2sina

|BD| =2sin(90° —a) = 2cos
zatem

lAC|" +|BD[ = (2sina) +(2cosa) = 4(sin2 a +cos’ a): 4
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Zadanie 3
Cigciwa o dhugosci réwnej promieniowi kota dzieli to koto na dwie czgsci.
Jaki jest stosunek pola wigkszej czesci figury do mniejsze;j?

Szkic rozwigzania.
r — promien kota,

P = lﬂrz —%\/grz (pole wycinka minus pole trojkata rownobocznego),

"6

P, =m-F

k_i_;zrz—Pl_ m? 1= 127 1
B R 1 o 1po 27-33 7

6 4

127
Odp. Szukany stosunek p6l ma wartos¢ k = —~—1.
P Y P 27— 3\/5

Zadanie 4
Dany jest trojkat ABC o polu réwnym 1. Z wierzchotka B opuszczamy prostopadty odcinek
BM na dwusieczng kata C. Oblicz pole trojkata AMC.

Szkic rozwigzania.
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Przez punkt B prowadzimy rownolegla do prostej AC do przecigcia z dwusieczng kata C,
punkt przeciecia oznaczamy przez N.

Zatem |£BNC|=|ZACN|=|£BCN|

Trojkat BCN jest rownoramienny, stad MB jest sSrodkowa, zatem:
PAAMC = 0,5 PAANC = 0,5 PAABC =0,5.

I sposob

PAAMC = %|AC|-|CM|-sin

C‘
2
lecz

|CM| = CcoS

-
2

stad

PAAMC = l|AC| |BC|-sin 25 cos 49‘ = l|AC| |BC|-sin|£C| = Lpaapc=t
2 2 2| 4 2 2

Odp. Pole trojkata AMC jest rowne 0,5.

Zadanie 5

W trojkacie ABC punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat. Punkty M i N sg
odpowiednio srodkami bokéw BC i AC .

Wiadomo, ze kat AON jest prosty. Udowodnij, ze kat BOM tez jest prosty.

Szkic rozwigzania.
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MN|AB |£BAO|=|Z0AN|

|ZBAN|+|£MNA|=180°

l|4BAN| + l|4MNA| =90°
2 2
Z zalozenia %|ZBAN| +%|40NA| =90" =|ZAON|

Stad %|4MNA| =|ZON4|

czyli punkt O lezy na dwusiecznej kata MNA, zatem okrag wpisany w trojkat ABC jest
styczny do MN.

Z drugiej strony

|ZABM |+|£BMN|=180°

stad

%|4ABM| + %|ZBMN| =90°

oraz

|ZOBM|+|£BMO| = %|4ABM| + %|ZBMN|

stad
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|£0BM|+|£BMO| = 90°
zatem
|£BOM|=180° - (|£0BM|+|£BMO|) = 90°

Zadanie 6
Wyznacz zbidr §rodkéw cieciw paraboli y = 3x* przechodzacych przez punkt P = (0,2).

Szkic rozwigzania.
Kazda cigciwa paraboli przechodzaca przez punkt P ma roéwnanie
y=ax+2 gdzie aeR

Rozwigzujac uktad rownan
y=ax+2
{ y=3x"
otrzymujemy punkty wspdlne cigciwy z parabola:

(a—\/az 124 @ —aa +24 +12] . [a +Ja’ 124 @’ +aa +24 +12]
6 ’ 6 6 ’ 6

3a2+12
6 6

Srodek cigciwy ma wigc wspohrzedne

Poniewaz
2 2 2
a’+12 :a—+2:6-[£j +2
6 6 6
wigc szukanym zbiorem jest parabola o réwnaniu
y=6x>+2
Zadanie 7

Pierwiastek trojmianu ax’ + ax + b pomnozono przez pierwiastek trojmianu ax’ + bx + b
1 otrzymano 1. Wyznaczy¢ te pierwiastki.

Szkic rozwigzania.
Niech yi z= 1 beda tymi pierwiastkami,
y

y # 0 z zalozenia.

Wtedy

ay’ +ay+b=0 1 %+2+b:0
yoy

stad

ay’ +ay+b=0 i by +by+a=0
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Dodajac te rownania stronami otrzymujemy
(a+b)y* +(a+b)y+a+b=0
(a+b)(y2 +y+1): 0
Poniewaz drugi czynnik jest zawsze dodatni, to
a+b=0 czyli b=-a
Po podstawieniu do pierwszego réwnania mamy
a(y2 +y- 1) =0

~1+4/5 1 145

Std = N zZ =—
ad  y=—7 S 2

—1+4/5 1+4/5

2 Z:
2

Odp. Szukane pierwiastkito y =

Zadanie 8

., . X
Rozwiaz rownanie  x° =3.

Szkic rozwigzania.

Podstawiajac y = x°,

1\
otrzymamy roéwnanie (y J =3

czyli
1
y¥ =3
stad y' = 3}
zatemy =3
CO 0znacza, 7€ x = 3\/5

Odp. Szukane rozwigzanie to x = 3.

Zadanie 9
Rozwigz rownanie

(x+1)" +(x+ 1) (x =D+ (x+1)" (x=1f +...+(x=1)" =0.

Szkic rozwigzania.
Mnozymy obie strony przez (x + 1)— (x — 1) =2
Wtedy rozpatrywane roGwnanie ma postac

(x+1)* —(x—1¢4=0
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Co jest rownowazne
e +1) = |x -1

Zatem jedynym rozwigzaniem jest x = 0.

Odp. Szukane rozwigzanie to x =0.

Zadanie 10
Rozwigz nierownos$¢

loglogx os4+logy log 0,5+1<0,

Szkic rozwigzania.

Zalozenia

x>0 x>0

x#=1 . x#1
czyli

log 0,5>0 0<x<l

log 0,5#1 x#0,5

Zatem X e (O, lj ) (l,lj
2 2

Korzystajac ze wzoru na zamian¢ podstawy logarytmu mamy

2
log, log 0,5

loglogx 0,5 4=

log, s log, 0,5=-log, log, 0,5

1 rozpatrywana nier6wno$¢ ma postac

2 —log,log 0,5+1<0
log, log 0,5
Podstawiajac 10g,log 0,5=¢  otrzymamy
2_ t+1<0
t

(t—2)z+1) -0

t
stad ¢ € [-1,0)U[2,00)
Rozpatrujemy dwa przypadki
—1<log,log 0,5<0
lub
2<log, log_ 0,5

czyli

10
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czyli rbwnowaznie
x €[0,25;0,5)
lub

xe [Llj
4\/5 D
Uwzgledniajac zatozenia mamy ostatecznie x € [0,25;0,5)u {%;lj .

Odp. Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior [0,25;0,5) U {%;lj )

Zadanie 11
Rozwigz uktad réwnan

x2+y2—4‘x—y‘+7=0
xy=-2 '

Szkic rozwigzania.
Uwzgledniajac drugie rownanie mamy

2
‘x—y‘ = (x—y)2 =x° —2xy+y2 =x’ +y2 +4
Zatem pierwsze roéwnanie mozemy zapisac jako rownanie kwadratowe wzgledem ‘X - y\ :
2
‘x—y‘ —4‘x—y‘+3 =0

stad
‘x—y‘ =1 1ub ‘x—y‘ =3
Rozpatrujac cztery przypadki

(1) {iy_ 7
® 05
G) {iy_ 7
@) {iy_ 7

11
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Otrzymujemy cztery rozwigzania (uktady (1) 1 (2) sg sprzeczne):

3 x=2 3 x=1

)} b=l (3): ve2
4 x=-2 4 x=-1
(4 y=1 (4): b=2

Odp. Réwnanie ma cztery rozwigzania (2, -1); (1, -2); (-2,1); (-1,2).

Zadanie 12
Rozwigz uktad rownan

xy =15
x+y+x’+y> =42

Szkic rozwigzania.
Rownanie drugie zapisujemy w postaci
x+y+(x+y) —2xy=42

Podstawiamy xy =15 ioznaczmy x+ y =a.Otrzymamy rownanie:

a’*+a-72=0,
ktore ma dwa pierwiastki:
a,=-9, a, =8.
Zatem:
{xyzlS lub {xy:IS
x+y=-9 x+y=28

Rozwigzujac te uktady réwnan otrzymamy cztery rozwigzania zadania:
x=(-9-+21)/2, y=(-9+21)/2
x=(=9+~21)/2, y=(-9-21)/2

x=3, y=5
x=5 y=3
Zadanie 13
Podaj wszystkie pary liczb catkowitych (x, y) spelniajace uktad nieréwnosci
V- ‘xz - 2x‘ >0
{ v+ |x - 1| <2

Szkic rozwigzania.
Z pierwszej nieréwnosci

12
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yz ‘xz - 2x‘
zatem
yz20.
Z drugiej nierownosci
y<2.

Sa wiec 3 mozliwosci:
y=0 lub py=1 lub y=2.

‘xz —2x‘ =0
-f<2

Roéwnanie jest spelnione przez liczby catkowite: 0 1 2. Latwo sprawdzi¢, Ze te liczby spehniaja
tez nier6wnos¢.

Jezeli y=0,to

Jezeli y=1,to
- 2x| <1
x—1|<1

Druga nier6wno$¢ jest spelniona przez trzy liczby catkowite: 0, 1 1 2. Latwo sprawdzi¢, ze te
liczby speltniajg tez pierwszg nierownos¢.

Jezeli y=2,to
‘xz —2x‘ <2
x—1/=0

Roéwnanie jest spetnione przez liczbe 1. Latwo sprawdzic, ze ta liczba spetnia tez nier6wnos¢.
Zatem jest 6 par spelniajacych warunki zadania: (0,0), (0,1), (1,1), (1,2), (2,0) 1 (2,1).

Zadanie 14

Dana jest funkcja
4—-x x=0
4+ x x<0

f00={

Niech g(x) = [f{f(x))].
Wykonaj wykres funkcji g(x).
Jakie rozwigzania ma rownanie g(x) = 0?

Szkic rozwigzania.
Zauwazmy, 7€

f(x) =4~
stad
g(x)= ‘4 - ‘4 - |x|“
Wykonujac kolejno wykresy funkcji

13
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a) g (x) = |x|
b) g,(x)= _|x|
c) g5 (x) =4 -]
d) g,(x) =4[
e) gs(x) = 14—
D g)=4-[4-|
g) g (x) =44
otrzymamy wykres
A
g(x)
4
X
| |
[ I
-8 -4 4 8

Rozwigzaniem rownania g(x) = 0 sg miejsca zerowe tej funkcji, tzn.
x=-8 x,=0; x;=8.

Zadanie 15
Dana jest taka funkcja kwadratowa f(x)=ax>+bx+c, ze réwnanie f(x)=x nie ma
rozwigzan rzeczywistych. Udowodnij, ze réwnanie f(f(x))=x tez nie ma rozwigzan

rzeczywistych.

Szkic rozwigzania.
Jesli rownanie f(x)= x nie ma rozwigzan, to oznacza, ze parabola b¢daca wykresem funkcji

v =f(x) lezy powyzej lub ponizej prostej y = x.

14
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Pokazemy, ze wtedy rowniez wykres funkcji y = f(f(x)) lezy powyzej lub ponizej prostej
y =X co oznacza, ze rownanie f(f(x))=x nie ma rozwigzan.
Niech dla kazdego x zachodzi f(x) > x (y =f(x) lezy powyzej prostej y = x).
Podstawiajac do tej nierd6wnosci f(x) zamiast x otrzymamy

SUfG)> f(x)>x
Co z przechodniosci relacji nierownosci daje

Sf(x)>x

1 oznacza, ze wykres funkcji y = f(f(x)) lezy powyzej prostej y = x.
Analogicznie mozna rozpatrze¢ drugi przypadek.

Zadanie 16
Dana jest funkcja

f(x):L, x#1
x—1

Dla jakich x jest spelniona nier6wnos$¢

F(f(x) = f(x)
Szkic rozwigzania.
S =——=2"0 xe2
LI 2—x
x—
Trzeba wigc rozwigza¢ nierownos¢
x—1 1
2-x x-1
rownowazng nierdéwnosci
xP—x-1
Q2-x)(x-1)
Stad dostaniemy odpowiedz:
1-+/5 1++/5
xe{ 5 ;1)U|: > ;2]

Zadanie 17
W ciagu geometrycznym suma wyrazow pierwszego i drugiego wynosi 108 a suma wyrazow
drugiego i trzeciego 135. Wyznacz trzy poczatkowe wyrazy tego ciagu.

Szkic rozwigzania.

q —iloraz

a; —pierwszy wyraz ciggu

Musi by¢ spetniony uktad rownan

15
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a, +a,q =108

aq+aq’ =135
czyli

a,(1+¢)=108

alq(l+q)= 135

stad

oraz a, =60; a,=75

Odp. Trzy poczatkowe wyrazy ciaggu to: 48, 60, 75.

Zadanie 18
Dla jakich m liczby x, y, z spetniajace uklad rownan

X+y+z=m+4
2x—y+2z=2m+?2
3x+2y-3z=1-2m

tworzg ciag geometryczny?

Szkic rozwigzania.
Obie strony rownania pierwszego mnozymy przez — 2 i dodajemy otrzymane rownanie do
rownania drugiego. Otrzymujemy:
y=2.

Wstawiajac y =2 do roOwnan pierwszego 1 trzeciego otrzymamy:
_m+3 . Sm+9

6 6
Aby liczby x, y, z tworzyly cigg geometryczny musi by¢

2
xXz=y

X

czyli
Sm® +24m+27 =144
Stad dostajemy odpowiedz: m=-7,8 lub m=3.

Zadanie 19
Logarytmy dziesi¢tne trzech liczb tworzg ciag arytmetyczny rosngcy. Suma odwrotnos$ci tych
liczb jest rowna 39, a suma kwadratow ich odwrotnosci jest rowna 819. Co to za liczby?

Szkic rozwigzania.

Oznaczmy szukane liczby: x, y, z.
Z warunkéw zadania wynika uktad réwnan:

16
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logy =(logx+logz)/2

l+l+l=39
X y z

LZ+L2+L2:819
X y z

, C= l Wtedy:

Niech a=—, b:l
y z

= | =

b* =ac
a+b+c=39
a’ +b* +c* =819
Stad
a=3,b0=9,¢=27 Iub a=27 b=9, c=3
a w konsekwencji
x=1/3, y=1/9, z=1/27 lub x=1/27, y=1/9, z=1/3

Ciag x, y, z ma by¢ rosnacy, zatem odpowiedz:
x=1/27, y=1/9, z=1/3

Zadanie 20

Wyznacz wszystkie liczby naturalne » dla ktorych liczba n° +1 jest potega liczby 3.
Przyjmujemy, Ze 0 nie jest liczba naturalng.

Szkic rozwigzania.
Szukamy liczb naturalnych n speiniajacych rownos¢

n’+1=3"
dla pewnej liczby naturalnej .
lecz

w+1l=m+1)n" —n+l)

zatem

n+1=3"; n*-n+1=3" r,s € N.
Stad n nie dzieli si¢ przez 3 (bo daje resztg 1).
Zauwazmy, 7€
3n=(m+1)°—n*—n+1)=3"-3°
stad
n =321 gl
co jest mozliwe tylko wtedy, gdy s = 1 (bo n nie dzieli si¢ przez 3)
zatem

n—n+1=3

17
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czyli n*—n-2=0

stad

n=2 n,=-1

Drugi pierwiastek odrzucamy, bo nie jest liczba naturalna.
Odp. Tylko liczba 2 spetnia przedstawiony warunek.

Zadanie 21

Gdy w pewnej liczbie naturalnej zmieniono kolejno$¢ cyfr to otrzymano liczbe trzy razy
mniejsza od danej liczby.

Udowodni¢, ze tak otrzymana liczba dzieli si¢ przez 27.

Szkic rozwigzania.
a — dana liczba,
a — liczba uzyskana po przestawieniu cyfr,
Zatem
(*) a=3a
czyli a jest podzielna przez 3, stad suma jej cyfr jest podzielna przez 3.
Poniewaz przestawianie cyfr nie zmienia ich sumy, to liczba a tez jest podzielna przez 3, czyli
mozna j3 przedstawi¢ w postaci
a=3n
gdzie n jest pewna liczbg naturalng
1 po podstawieniu do (*) otrzymamy
a=33n)=9
co oznacza, ze a jest podzielna przez 9.
Zatem suma jej cyfr jest podzielna przez 9 1 liczba a tez jest podzielna przez 9, czyli mozna ja
przedstawi¢ w postaci
a=9m
gdzie m jest pewng liczba naturalng
1 po podstawieniu do (*) otrzymamy
a=39m)=2Tm
co oznacza, ze a jest podzielna przez 27.
Co nalezato wykazac.

Zadanie 22
Wyznacz takie liczby naturalne x, y, ze x>+x+1 jest potega liczby y o wyktadniku
naturalnym, oraz y° + y +1 jest potega liczby x o wyktadniku naturalnym.

Szkic rozwigzania.
1) Jeslix=yto x* +x+1=x"
zatem prawa strona dzieli si¢ przez x wigc 1 lewa strona powinna dzieli¢ si¢ przez x.
Jest to mozliwe tylko dla x = 1, lecz to prowadzi do sprzecznosci 3 = 1.

18
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2) Jesli x #y to mozemy zatozy¢, ze y < X.

Wtedy x* > y* + y+1, stad x moze by¢ tylko w pierwszej potedze, tzn. y> +y+1=x,

wtedy

(y2 +y+1)2 +(y2 +y+1)+1 ="

stad

Y42y +9 +3y+3="

Prawa strona dzieli si¢ przez y wigc i lewa strona powinna dzieli¢ si¢ przez y.
Zatem y jest dzielnikiem liczby 3, lecz ani y = 3, ani y = 1 nie spelnia tej rownosci.

Odp. Zadna para liczb naturalnych nie spetnia warunkéw zadania.

Zadanie 23
Podaj wszystkie pary liczb catkowitych (x, y) spetniajace rGwnanie
(x+y-2)(x—y-2)-5=0

Szkic rozwigzania.
Mamy:
(x+y-2)(x—y—-2)=5

Oba czynniki sg liczbami catkowitymi, wigc sg 4 mozliwosci:
{x+y—2=—1 lub {x+y—2:—5 lub {x+y—2:1 1ub {x+y—2:5

xX—y—-2=-5 x—y—-2=-1 x—y—-2=5 x—y—-2=1
Rozwigzujac powyzsze uklady réwnan otrzymamy odpowiedz. Szukane pary
(-1,2), (-1,-2), (3,0), (3,4).

Zadanie 24
Iloczyn dwéch liczb naturalnych jest rowny 2700, a ich najwigkszy wspolny dzielnik to 6. Co
to za liczby?

Szkic rozwigzania.
Oznaczmy szukane liczby: x oraz y.

Zapiszmy:
x=6m, y=6n gdzie mmneN
Zatem
6m-6n = 2700
Stad
m-n="75

Jest 6 mozliwosci:
m=1,n=75 lub m=3,n=25 Iub m=5n=15 1lub
m=15n=5 lub m=25n=3 Iub m=75n=1

19
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Liczby m oraz n nie moga mie¢ wspolnego dzielnika wigkszego niz 1, gdyz wtedy liczby x
oraz y mialyby wspolny dzielnik wigkszy niz 6. Zatem przypadki
m=5n=15 oraz m=15n=>5

odpadaja. Z pozostatych przypadkdéw wynika, Zze szukane liczby to 6 1 450 lub 28 1 150.

Zadanie 25
Suma dwoch liczb naturalnych jest réwna 504, a najwigkszy wspdlny dzielnik tych liczb to
36. Co to za liczby?

Szkic rozwigzania.
Oznaczmy szukane liczby: x oraz y.

Zapiszmy:
x=36m, y=36n gdzie mneN
Zatem
36m+36n =504
Stad

m+n=14
Liczby m oraz n nie moga mie¢ wspolnego dzielnika wigkszego niz 1, gdyz wtedy liczby x
oraz y miatyby wspolny dzielnik wigkszy niz 36. Zatem mozliwe przypadki to:
m=1,n=13 lub m=3,n=11 lub m=5n=9 Ilub
m=9,n=5 lub m=1,n=3 lub m=13,n=1
Stad znajdujemy 3 pary liczb spetniajagcych warunki zadania:
361468 Iub 1081396 lub 180 i 324.

Zadanie 26
Iloczyn trzech liczb pierwszych jest 5 razy wigkszy od sumy tych liczb. Co to za liczby?

Szkic rozwigzania.
Oznaczmy szukane liczby: x, y oraz z.
Zatem
xyz=5(x+y+z)
Prawa strona rownania jest podzielna przez 5, wigc lewa tez. Jest ona iloczynem liczb
pierwszych, wigc jedna z liczb x, y, z jest rowna 5. Zaldézmy, ze x =5. Wtedy:
S5yz=5(5+y+z2)

Z tego rOwnania wyznaczamy y:

y=1+

z—1

" musi by¢ liczbg pierwsza, zatem
Z —

z=2 lub z=3 lub z=7
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Jezeli z=2,t0 y=7,jezeli z=3,to y =4 -tonie jest liczba pierwsza, a jezeli z="7, to
y=2.
Odpowiedz: Te liczby to 2, 51 7.

Zadanie 27
Okno ma ksztatt prostokata na ktorego gornej podstawie dobudowano potkole. Obwod okna
wynosi Sm. Jaka powinna by¢ szeroko$¢ okna, by jego powierzchnia byta najwigksza?

Szkic rozwigzania.
Oznaczmy:
x - szeroko$¢ okna,
¥y - wysokos$¢ czesci prostokatne;.
Zatem:
X+2y+mx/2=5 (1)
Powierzchnia okna
P=xy+7x"/8 (2)
przy czym x € (0;10/(2+ x)).
Wyznaczajac z (1) y 1 wstawiajgc do (2) dostaniemy:

8 2 2

Najwigksza warto$¢ pola P jest przyjmowana dla x =10/(4+ ).

Zadanie 28

Dysponujemy takg liczbg jednakowych monet, ze mozna nimi wszystkimi wypetni¢ trojkat
rownoboczny lub kwadrat. Liczba monet w boku kwadratu jest o 14 mniejsza niz liczba
monet w boku trojkata. [loma monetami dysponujemy?

Szkic rozwigzania.
W trojkacie:

w pierwszym rzedzie jest 1 moneta

w drugim rzedzie sg 2 monety

W ostatnim k-tym rzedzie jest kK monet.
Laczna liczba monet:
_k(k+1)
2

Oznaczmy liczbe rzedéw w kwadracie literg n. Liczba monet w kwadracie to n”.

1+2+...+k

Z warunkéw zadania mamy:
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n=k-14
I k(k+1)
2

Ten uktad ma 2 rozwigzania:

k=8 n=-6 lub k=49, n=35
Liczba monet nie moze by¢ ujemna, zatem k£ =49, n =35.
Stad obliczamy, ze monet jest 1225.

Zadanie 29

Przejazd 16dka 20 km w doét rzeki i z powrotem trwat 7 godzin. Rownoczesnie z t6dka z tego
samego miejsca wyptynela tratwa, ktora spotkano w drodze powrotnej w odlegtosci 12 km od
miejsca wyruszenia. Oblicz predko$¢ wody.

Szkic rozwigzania.
Oznaczmy:
x - predko$¢ wody w km/h,
y - predkos¢ todki wzgledem plynacej wody.
Woweczas:
x +y - predkos¢ todki gdy ptynie z pradem,
y—x - predkos¢ todki gdy ptynie pod prad.

Czas plynigcia 16dka w dot rzeki: 20 .
x+y
T . . 20
Czas ptynigcia t6dka 20 km w gore rzeki:
y—x
S, , . 8
Czas ptynigcia t6dka 8 km w gore rzeki:
y—x
. 12
Czas plynigcia 12 km tratwa: —.
X
Zatem:
20 N 20 -
X+y y—x
20 8 12
+ [ —

X+y y—x_ X

Rozwigzujac powyzszy uklad rownan otrzymamy: x=3, y=7.
Predkos¢ wody wynosi 3 km/h.
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Zadanie 30

Na drodze 36m przednie koto ciggnika wykonato o 6 obrotéw wigcej niz tylne. Gdyby obwod
kazdego kota zwigkszy¢ o 1m, to na tej samej drodze przednie koto wykonatoby o 3 obroty
wiecej niz koto tylne. Oblicz obwody kot.

Szkic rozwigzania.
Oznaczmy:

x - obwdd przedniego kota,

y - obwod tylnego kota (y > x).
Z warunkéw zadania mamy:

§:§+6

Xy
36 36

= +3
x+1 y+1

Stad:

xy+6x—-6y=0

{xy+13x—11y+1:0
Odejmujac od réwnania pierwszego rownanie drugie otrzymamy:
y=14x+0,2
Podstawiajac wyznaczony y do rownania pierwszego (w ostatnim uktadzie) dostajemy:
7x* =11x-6=0

Jednym z pierwiastkow tego rownania jest —3/7 . Ten pierwiastek odrzucamy (obwod kota
nie moze by¢ liczbg ujemng). Drugim pierwiastkiem jest x =2 . Wtedy y =3. Sg to obwody
kot w metrach.

Zadanie 31

n
Dany jest ciag (a,) okreSlony wzorem a,, = (ZJ dla n=2,3,4,... Oblicz granicg:

) a
lim ——2n_
n—o A3

Szkic rozwigzania

Obliczamy:
2 ! _
ay, = n_ (2n)! _ 2n-1)2n a2 +0n
2 ) 212n-2)! 2
O LA I O R R (GRS n*+5n+6
3T 2 )T 2y 2 2
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2 2 n| 8+—
. ar, . 8n” +4n . 8n” +4n . n
lim —%-= lim ——————= lim —————= lim =
n—o dpy3  no>o " +5n+6 n—>© p”+51+6 n—o© 2[1 S 6)
I+
n n
8+i
= lim n__-g§
”_>°°1+5+£
n n2

Zadanie 32
Dla jakich wartosci a, b funkcja

f(x)= ax> —5x% + bx

ma ekstrema w punktach x :é oraz X :% ? Okresl rodzaj tych ekstremow.

Szkic rozwigzania

Obliczamy pochodng: f'(x)= 3ax? —10x+b i rozwigzujemy uktad rownan:
1
1TZ1=0
a5
1
] [ - O
)

la _10 +b=0
. 3 3
czyli 3
—a-5+b=0
4
Stad obliczamy: a=4, b=2.
Zatem pochodna jest rowna ' (x) = 12x* -10x+2.Z wykresu pochodnej odczytujemy, ze w

: 1 . . :
punkcie x; = 3 pochodna zmienia znak z ,,+” na ,, -, zatem funkcja ma w tym punkcie

) , . 1 . )
maksimum, za§ w punkcie x, = 5 pochodna zmienia znak z ,,-” na ,,+” , zatem funkcja ma

w tym punkcie minimum.

Zadanie 33

Na wykresie funkcji  f(x) = X% +4 znajdz taki punkt, ze styczna do wykresu w tym punkcie
przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy poszukiwany punkt: P = (¢, £+ 4).
Obliczamy pochodng danej funkcji: f' (x)=2x.
Wspotezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P jest rowny wartosci

pochodnej dla x =¢. Styczna ma przechodzi¢ przez punkt (0, 0), zatem ma ona réwnanie
y =2 (1)
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Punkt P nalezy do stycznej, zatem podstawiamy do rownania (1) jego wspotrzedne:
X =t, y:t2 +4 1otrzymujemy: 2 +4 =2t2, stad 1) =-2,1) =2.
Odpowiedz. Sa dwa takie punkty: A =(-2,8) oraz P, =(2.,8) .

Zadanie 34

Jn

Wyznaczy¢ najwigkszy element ciagu o wyrazach a, = ——— ;
n +10000

s 9 eee o

Szkic rozwigzania
Podstawiamy n = x i traktujemy wyrazy naszego ciggu jako wartosci funkcji

fx) = vx

x +10000
dlax=n,czylia,=f(n);n=1,2, ...
Jesli /'(x,)=0, m<x,<m+1 oraz ciag (an) ma najwiekszy element to jest on réwny

najwigkszej z liczb a,, a,,, a

m> “m+l *

10000 — x

W naszym przypadku '(x)=
ym preypadiar f(x) 2/x(x +10000)

-5 f'(x)=0 dlax=10000.

4= 1 P 50

Y 10001 ™™ 10000
zatem najwigkszy element ciggu jest rowny 0,005.
Odpowiedz. Najwiekszy element ciggu jest rowny 0,005.

Zadanie 35

Na okregu umieszczono punkty czerwone i zielone, razem 111 punktow. Wykaza¢, ze wérod
tych punktow sg co najmniej dwa jednakowego koloru:

a) znajdujace si¢ obok siebie,

b) rozdzielone doktadnie przez dwa punkty.

Szkic rozwigzania

Numerujemy kolejne punkty.

a) gdyby dowolne dwa sgsiednie punkty miaty rozne kolory to bytaby ich liczba parzysta, lecz
liczba rozpatrywanych punktow jest nieparzysta.

b) pozostawiamy na okregu punkty o numerach 1, 4, 7, ..., 111 (pozostate wykre§lamy). Jest
ich 37 i z punktu a) wynika, ze sa wérdd nich co najmniej dwa punkty jednakowego koloru
stojace obok siebie, lecz przed wykresleniem byly one rozdzielone dwoma punktami.

Zadanie 36
Iloraz liczb 200513, 200631, 200749 przez pewna liczbe daje takg sama reszte.
Wyznacz tg liczbe.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy szukang liczbe przez x.
Mamy zaleznosci

200513 =xa +r

200631 =xb+r

200749 = xc+r
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odejmujac powyzsze rownosci stronami otrzymamy
200631-200513 =118 = x(b—a),

200749 — 200513 =236 = x(c — a)

200749 — 200631 =118 = x(c — b)

lecz

118=2-59; 236=2-2-59,

zatem x =59 lubx =2.

Odpowiedz. Szukana liczba jest rowna 2 lub 59.
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ZADANIA Z KONKURSU 2009-2010

ETAP 1

Przy kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi, z ktorych doktadnie jedna jest prawidtowa.

1. Ile wynosi odleglo$¢ poczatku uktadu wspotrzednych od prostej

3
=—x+5 ?
7%

I 3 | § nr s IV 8

2. Ktory z ponizszych wzoréw jest prawdziwy dla dowolnych zdarzen losowych 4 i B ?

I PrPUuUB)2PU)

I PUB)=P4)+P(B)

IIl P(4UB)=P(4)+P(B)-P(ANB)
IV P4 UB)=P(4)+P(B)-P(4)-P(B)

3. Wciagu (a,) wyraz a, wynosi 32’1: lle wynosi wyraz a, , dla n>1?
n
I 211—1 II 2}’! III —H—3 IV 211
3n+1 3n+3 3n+4 3n+4

4. Dane sa rownania dwoch okregow
x*+y*=9 (x =3) +(y-4)> =3
Jakie jest wzajemne potozenie tych okregow ?
I Okregi sg styczne zewnetrznie
II  Okregi przecinajg si¢ w dwdch punktach
IIT Okregi nie majg punktow wspdlnych
IV Okregi sg styczne wewnetrznie

5. Kula o promieniu R ma te sama objeto$¢, co szescian o przekatnej +/3 . Ile wynosi R ?

kY4 4

27



Zadania konkursowe - MATEMATYKA

6. Dany jest cigg geometryczny a =4.3"" n=123,..
Ile wynosi suma n poczatkowych wyrazow tego ciagu ?
I 3 m 23 -1 m 3 IV 053"
7. Ktory z ponizszych rysunkow przedstawia zbior wszystkich rozwigzan réwnania

x2—x—xp+y=0 ?

1 11
A A
y y
11
0 1 x> I x>
A+
111 v
A
y A
y
1]
0 >
X 0 _
1 _1 >
1+
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I
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Cena towaru wynosita p. Cene¢ te podniesiono o 8% , a nastgpnie nowa ceng
obnizono o 10% .
Ile wynosi cena towaru po tych zmianach ?

p-2 11 p—0,02 III  o,98p IV  0972p

Jaka warto$¢ ma wyrazenie

4log2 7

14 I 49 nr 7 IV 128

Dany jest zbior

Z=4,23,45672891011}
Ile jest 6-elementowych podzbiorow tego zbioru, do ktérych nalezg doktadnie dwie
liczby nieparzyste ?

15 Im 7 I 3o IV 36

Dla jakich x €(0;27) jest spelniona nieréwnos¢

. 1
smx >— ?
2

(Z;zﬂj 11 (Z;Slj I (E;ﬂj v [o;ﬁj
6 6 6 6 6

2

Wykres funkcji y=x? +8x +17 jest obrazem wykresu funkcji y=x? w przesunieciu o

N
wektor w.

Jakie wspolrzgdne ma wektor w ?
[-4.1] I [4-1] I [4.1] IV [4-1]
Ktore z ponizszych rdwnan jest rownaniem okregu ?

x2+)y*+4=0

x2 4+ —6x+4y+13=0

111 x2+y2 +4x —-6y+15=0

v x2+y2—2x:0
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14. Pierwiastki rownania kwadratowego
x2+px—q2:0, qg#0
oznaczamy: X; 1 X, .
Ile wynosi x12x2 +x1x22 ?
I g no 2 M P IV e

q2

15. Zbiér 4 ma 12 elementdw, zbiér B ma 9 elementdw, zbior AU B ma 17
elementow.

Ile elementéw nalezy do zbioru 4—B ?

I 3 IT 5 I 4 IV 38

16. Krawedz sze$cianu ma dtugo$é 1. Jaka dtugo$¢é ma odcinek taczacy wierzchotek
szescianu ze $rodkiem $ciany sze$cianu, do ktorej nie nalezy ten wierzchotek ?

RE ) G m v

2 2

17. W trojkacie prostokatnym na ponizszym rysunku

P q

mamy dane a=3, b=4, Ile wynosi p, g i 7 ?

I  p=18, ¢g=32, h=24
I p=18, ¢g=32, h=28
III p=16, g=34, h=2,4
IV p=16, ¢q=34, h=238
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18. Zbiér 4 jest zbiorem wszystkich rozwiazah nierdbwnosci
x—220
x+3
Zbior B jest zbiorem wszystkich rozwigzan nierdwnosci
(x-2)(x+3)=20.
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe ?

I 4=8B

I B-4 jestzbiorem jednoelementowym
III 4~ B jest zbiorem jednoelementowym
IV 4n~B=8B

19. Ktore z ponizszych rownan ma doktadnie dwa rozne pierwiastki rzeczywiste ?
I x*+6x*+9=0

II x'-4x’-4=0

I x*-4x*+2=0

IV x*-3x*+4=0

20. Ktora z ponizszych figur ma doktadnie dwie osie symetrii ?
I Odcinek

II Kwadrat

IIT Punkt

IV Dwie proste rownolegte

31



Zadania konkursowe - MATEMATYKA

ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz
pytania | I 1
1 X
2 X
3 X
4 X
X
6 X
7 X
8
9 X
10 X
11 X
12 X
13
14
15
16 X
17 X
18 X
19 X
20 X
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ETAP 2 - FINAL

Zadanie 1.

Wyznacz iloraz malejacego ciggu geometrycznego, jesli  suma wyrazow
pierwszego, drugiego 1 trzeciego wynosi -7 (minus siedem), a wyraz piaty jest
o 14 mniejszy od wyrazu drugiego.

Zadanie 2.

Pole trapezu ABCD o podstawach AD 1 BC (AD > BC) jest rowne 48.
Punkt O jest punktem przecigcia przekatnych trapezu.

Pole trojkata AOB jest rowne 9.

Wyznaczy¢ stosunek dtugosci AD 1 BC podstaw trapezu.

TEST

Po kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, 11, III i IV.
Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1. Zaktadamy, ze zdarzenia A i B wykluczajg si¢. Ktdre z ponizszych zdan jest
wnioskiem z tego zalozenia ?

I P(A4NB)=P(A4)-P(B)
II P(4-B)=P(4)-P(B)
III P(4-B)=P(A)

IV P(4)<P(B)

2. Ktore z ponizszych rownan ma doktadnie dwa rozne pierwiastki rzeczywiste ?
I x'-6x*+9=0
II x*-4x*-4=0
I x*-4x*+2=0
IV x*-3x*+4=0
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I
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I
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5. Dana jest funkcja f(x)="—
x

I
11
11
1A%

11
111
1A%

11

I

1A%
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Dana jest funkcja  f(x) = x? —4x+3, xXeR
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe ?
Dla kazdego x, f(x)>0
Istnieje x taki,ze f(x)=1
Dla kazdego x <0, f(x)>0
Dla kazdego x >0, f(x)>0

Ktora z ponizszych liczb jest liczbg wymierng ?

(5-347)" +(5+347)

0,7252525...
1-v2]-v2
0

RS
| | . Jakie wlasnosci ma ta funkcja ?
Funkcja jest parzysta

Funkcja jest nieparzysta

Funkcja jest okresowa

Funkcja jest ograniczona

Ktora z ponizszych figur ma dokladnie dwie osie symetrii ?
Odcinek

Kwadrat

Dwa rozne punkty

Dwie proste réwnolegte

Ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe ?

Symetralne bokow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktory jest srodkiem okregu
opisanego na tym trojkacie.

Punkt, w ktorym przecinajg si¢ srodkowe trojkata dzieli kazdg ze srodkowych w
stosunku 2 : 1.

W czworokat mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar przeciwlegtych
katow czworokata sg rowne.

Kat wpisany w okrag ma miar¢ dwa razy mniejsza, niz kat srodkowy oparty na tym
samym tuku.
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8. Dana jest niero6wno$¢ <0.

x+3
Ktora z ponizszych nieréwnosci jest rtOwnowazna danej nierdéwnosci ?

I x—-2<0 11 (x=2)(x+3)<0
I x-2<0 IV (x-2)x+3)<0
9. Ktora z ponizszych funkcji spelnia warunek
fx+y) < f(x)+f(y)
dla wszystkich x,y e R ?
| f(x)=2x-1 11 f(x)=2x+1
ML f(x) =y IV f(x)=x>

10.  Zbiory A i B s3 dowolnymi podzbiorami niepustego zbioru Q. Symbol A' oznacza
uzupehnienie zbioru 4 do zbioru Q,czyli 4'=Q— 4.
Ktore z ponizszych rdownosci sa prawdziwe ?

I (AUB)'=A'NB II (4nB)=A'UB

Ml (4'UB')'=AUB IV  A-B=ANB'
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Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

ODPOWIEDZI

Numer Odpowiedz

pytania | I m \
1 X
2 X X
3 X X
4 X X X X
5 X X
6 X X
7 X X X
8 X
9 X X
10 X X X
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ZADANIA Z KONKURSU 2010-2011

ETAP 1

Przy kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi, z ktorych doktadnie jedna jest prawidtowa.

1.  Danajestfunkcja f(x)=

s, xe<—-1;2>. Ktory z podanych zbioréw jest

x°+1

zbiorem wartosci tej funkciji:
I <02;05> II <0,2; o)
I <o0,2;1> IV (0;1>
2. lle przekgtnych ma 20-kgt wypukty?
I 170 II 180
III 340 IV 360
3. lle podzbioréw ma zbior {a,{a},{{a}}}
I 3 Im 4
I 6 IV 8
4, Ktora z ponizszych liczb jest najmniejsza
I 0,02%% I 0,03%%
III 10g0,98 1,01 IV Sil’l 0,02
3. Ktora z ponizszych funkcji nie jest funkcjg liniowg
I fW=G-D'-@+)? I f(x) =ﬁ

X|

3
II  f(x)=sin® x+cos’ x v f(x):x2+x
x°+1
6. Funkcja f(x)=Ilog, (x2 —-2x— 3) jest malejgca w przedziale:
2
I (—o;-1) II [1; )
III (-3 1) IV (3; )
7 Funkcja - __Z
a ()=

I jest parzystai nie jest nieparzysta II jest nieparzysta i nie jest parzysta
III jest parzysta i nieparzysta IV nie jest parzysta i nie jest

nieparzysta
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8. Wiadomo, ze nieréwnos$¢ +x-3++6—-x >k (k € R) marozwigzanie.
Maksymalna wartos¢ k£ wynosi:

I Jo-3 | | SENE}
M Je+3 IV V6

9.  Dane sg dwa zbiory 4={a,...,a;}, B=1{b,....by}, ktorych elementami sg
liczby rzeczywiste. Okreslono odwzorowanie f:A4 — B, takie, ze kazdy element
zbioru B nalezy do zbioru wartosci tego  odwzorowania  oraz

f(a) < f(a,) <...< flay) .
Liczba takich odwzorowan wynosi:
I 3° II 63

[ v (3

10.  Niech liczby rzeczywiste x, y spetniajg rownosé:  (x+5)° +(y—12)° =142,
Wtedy wyrazenie x° +y> ma najmniejszg warto$é rowna:

I 2 || B m 3 IV 2
11. Ktéry z ponizszych rysunkéw przedstawia wykres funkcji
f(x)=x |x|
I I

12. lle rozwigzan ma rownanie 2x —1/=x

I Nie ma rozwigzan.

II Ma doktadnie jedno rozwigzanie.
III Ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
IV Ma doktadnie dwa rozwigzania.
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13. Wykres funkcji f(x)=2" przesuwamy o wektor [1, 0], po czym otrzymang

krzywg przeksztatcamy przez symetrie wzgledem osi Ox . Jakiej funkcji wykres
otrzymamy?

I g(x)=-2"" I g(x)=2"" I g(x)=-2"-1 IV gkx)=2"+1

14. Ktéry z ponizszych wielomianow jest dzielnikiem wielomianu

W(x)=x>-2x>-5x+6

I P(x) =(x-1)(x-2) I P(x) =(x—1)x+2)
I P(x) =(x+1)(x-2) IV P(x) = (x+1)x+2)
15. Dla jakiej wartoscim proste y=x+3 1 mx-3y+6=0
sg rownolegte?
I 1 I 3 I -1 IV -3

16. Ktéra z ponizszych bryt ma najwiekszg objetos$¢?
I  Kula o promieniu 3.

I  Walec o promieniu podstawy 2 i wysokosci 8.
III  Szescian o przekatnej 5+/3.

IV Stozek o wysokosci 11 itworzgcej +130.

17. Gdzie znajduje sie srodek okregu wpisanego w tréjkat?
| W punkcie, w ktérym przecinajg sie srodkowe bokdw tego tréjkata.

II W punkcie, w ktérym przecinajg sie symetralne bokéw tego trojkata.
III W punkcie, w ktérym przecinajg sie wysokosci tego trojkata.

IV W punkcie, w ktérym przecinajg sie dwusieczne katéw wewnetrznych tego
trojkata.

18. Jakg warto$¢ ma wyrazenie

\/Elog“ 81

I 2 IT 3 nr 4 IV 9
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2n+1
n+3
lle wynosiwyraz @, ; dla n>1?

19. W ciggu (a,) wyraz @, wynosi

2n _
I I 2n—1
n+2 n+2
-2
11 n 2n
n+3 n+3

20. Cenatowaru wynosita p. Cene te podniesiono o 10% , a nastepnie nowg
cene obnizonoo 6% . lle wynosi cena towaru po tych zmianach ?

I p+4 IT 1,04 p I p+0,04 IV  1,034p
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Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz

pytania | I I W
1 X
2 X
3 P
4 X
5 X
6 P
7 X
8 P
9 X
10 X
11 X
12 X
13 X
14 X
15 X
16 X
17 X
18 X
19 X
20 P
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ETAP 2 - FINAL
Czesc 1
Zadania

Zadanie 1.
Srodkowe trojkata maja dtugosci 9, 12, 15. Obliczy¢ pole tego trojkata.

Zadanie 2.
Niech F(x)=x2+12x+30
Rozwigz rownanie

LA E))))=0.

Zadanie 3.

Niech M 1 N beda punktami ptaszczyzny z uktadem wspotrzednych XOY.
Odlegloscig punktow M 1 N nazwiemy liczbe dist(M , N) okreslong
nastepujaco:

‘MN ‘ gdy punkt O nalezy do prostej MN

‘MO‘ + ‘ON ‘ gdy punkt O nie nalezy do prostej MN

W powyzszym okresleniu O jest poczatkiem uktadu wspotrzednych, a symbol
|MN| oznacza dhugos¢ odcinka MmN .
Dane sg punkty P=(3,0), O0=(0,1)
W uktadzie wspotrzednych narysuj zbiory:
A=A{S: dist(P,S)=4}, B={S:dist(P,S)<dist(S,0)}

Wykonaj dwa osobne rysunki.

dist(M,N) = {
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Rozwiazania zadan

Zadanie 1
Szkic rozwigzania.

C
A B’
IAA’] =9
IBB’|= 12
ICC’| =15
B’'C” || AA’

Rozpatrujemy trojkat OB’C”’
1B'C"|= l|AO| = lg|AA'| =3
2 23

OB = %|BB’| =4

loC"| = l|OC| = lg|CC'| =5
2 23

Skoro dlugosci bokéw tego trojkata maja dlugosci 3, 4, 5, to jest to tréjkat prostokatny.
PAOB’C”’ =6

2 PAOB’C”” =PAOB’C

PAOB’C =PAAOB’

stad PAAOC =24

PAAOB =2 PAAOB’ =24

PAA’OC =PABOA’ =0,5 PAAOB =12

Zatem

PAABC=24+24+12+12=72

Odp. Pole tego trojkata wynosi 72.
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Zadanie 2
Szkic rozwigzania.
Zauwazmy, 7€

() =(x+6) -6
stad
f(fx)=(x+6)' -6
FUFE)=(x+6f -6
1td.

S S ))=(x+6)> 6

Wtedy rozpatrywane rownanie ma postac
(x+6)*—6=0
Zatem rozwiazania to: x =—-6+%/6.

Odp. Réwnanie ma dwa rozwigzania x, =—6-%/6 i x, = —6+%/6.

Zadanie 3

Odpowiedz:

A — okrag o $rodku (0, 0) i promieniu 1 bez punktu (1, 0) z dotagczonym punktem (7, 0).
B — potprosta zawarta w osi OX od punktu (1, 0) w prawo, bez punktu (1, 0)
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Czes¢ 11
PYTANIA TESTOWE

Po kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, 11, III i IV.

Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1.  Ktoére z ponizszych przeksztalcen plaszczyzny ma nieskonczenie wiele punktow
statych?

I Przesunigcie o wektor niezerowy.
II Rzut prostopadty na prosta.

IIT Symetria srodkowa.

IV Obrétokat o, 0<a<2r.

Ktore z ponizszych rdwnan jest rownaniem okrggu?

2.
I x*+)y"-2x+4y-6=0
I -1+ +4=0
I x> +)*-2x=0
IV (x+) +(y—4) -5=0
3. Ktora z ponizszych funkcji jest parzysta?

B 1 gdy|x|>1 _
I f(x)—{o edylxl<1 IT  g(x)=log|x|

—-1-x gdyx<0
111 = I =11
) {l_x s Vo ko) = [logx]

Ktora z ponizszych funkcji ma zbior wartosci rowny przedziatowi < 0;1 > ?

4.
0 gdyx<0
I = 1| =
/) {1 gdy x>0 gx) 1+x°
I A(x)=1-x> IV k(x)z“cz"”
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. . +1 . . .
5. Dany jestciag a, = T7° Ktére z ponizszych zdan jest prawdziwe?
n

I Istnieje n takie, ze a, =1,003
II Dlakazdego n a, > 1,001
III Istnieje n takie, ze a, =1,002
IV Istnieje n takie, ze a, < 1,001

6. Punkt P'jest obrazem punktu P w symetrii $§rodkowej wzgledem punktu O. Ktora
z ponizszych réwnosci jest prawdziwa?

I oP=o0P
II PP =20P
I opr=-or’
IV PO=rPoO
7. Ktore z ponizszych rdwnan ma cztery rézne pierwiastki rzeczywiste?

I x*-5x>+2 =0 II x* +5x2 +2 =0

III x* —4x* +4 =0 IV x* —4x? —4 =0

8.  Ktoéra z ponizszych liczb jest liczbg wymierng ?
I 1,2533333...

M [1-2]+2

NI (4-412)(4+243)

V2 +1
|AY —242
V2 -1

9.  Ktora z ponizszych figur jest wypukia ?
I Pétptaszczyzna

I Okrag

IIT  Dwa rdzne punkty

IV~ Kolo
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10.  Ktore z ponizszych rownosci sg prawdziwe dla dowolnych zbioréw 4, B, C?
I (AUB)N A= 4 Il (4-B)-C=4-(BnC)

Il (4UB)NA=B IV  4-(B-C)=(4-B)u(4nC)
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz
pytania I m \
1 X
2 X X X
3 X
4 X X
5 X X
6 X
7 X
g |[X X X
9 |X X
10 |X X
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ZADANIA Z KONKURSU 2011-2012

ETAP 1

Przy kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi, z ktorych doktadnie jedna jest prawidtowa.

1. Funkcja f spelnia dla kazdego x # 0 réwnos¢:
1
(x—l)f(X)+f(;j =

Ile wynosi f(3) ?

1 L m 1 m 3 IV s

5

2. Dla liczb rzeczywistych x, y definiujemy dziatanie: x® y = X - y. lle wynosi
a®(@a@a®a)?

| || 111 e IV 4
2 1

3. Wiadomo, ze = 3. Ile wynosi x? +— ?
X X

I 3 II 6 I 7 IV 9

4. Szesciokat A powstal przez polaczenie odcinkami srodkow sgsiednich bokéw szesciokata
foremnego o polu 4. Pole sze$ciokata 4 jest rOwne

I 2 I 3 Im 2 IV 3

5. Dane sg punkty: 4= (\/E .29 ), B= (\/7 , 247 ), C= (\/E ,5). Ile punktéw wspolnych
maja brzeg trojkata ABC 1 okrag o rownaniu X2+ y2 =367

I o | | | I 2 IV 3
6. Ktora z ponizszych funkcji jest funkcjg liniowg?
2 x* -1 X+ x
I /@)=y II f(x)=vx I f(x)= . IV f(x) == :
- x°+

7. Uktad réwnan
3x-3y=1
{9x —-6y=p
I  dlakazdej warto$ci p nie ma rozwigzan
II dla kazdej warto$ci p ma doktadnie jedno rozwigzanie
III dla kazdej wartosci p ma nieskoficzenie wiele rozwigzan
IV dla p=1 jest uktadem sprzecznym
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8. Kazda liczba dodatnia podzielna przez 3, moze by¢ przedstawiona dla pewnego
catkowitego i dodatniego » w postaci

I 3n-3 II 3n+3 1 #»’+3 IV »*-3

9. Zbiorem rozwigzan nierdéwnosci
N24+x—x">x-2
jest
I przedziat [-1;4)
II zbidr [-1;2) U (4;0)
III przedziat [-1;2)
IV przedziat (4;0)

10. W szescioosobowej grupie dzieci o r6znych imionach, sg cztery dziewczynki i dwoch
chlopcow. Dzieci te losowo dzielimy na dwie grupy po trzy osoby. Prawdopodobienstwo, ze
w kazdej trgjce jest jeden chtopiec jest rowne
1 L ) m 2 v 2

2 3 3

11. W wielokacie foremnym W losujemy dwa sposrdd jego wierzchotkow.
Prawdopodobienstwo tego, ze taczacy je odcinek nie jest bokiem wielokata W wynosi % .

Stad wynika, ze
I W jest kwadratem
I W jest sze$ciokatem
III W jest siedmiokatem
IV W jest o$miokgtem

12. Na ptaszczyznie dany jest szesnastokat foremny. Rozpatrujemy wszystkie trojkaty
prostokatne, ktorych wierzchotki sag wybrane sposrod wierzchotkow tego szesnastokata.
Trojkatow takich jest

I 96 II 112 III 144 IV 72

13. Zbidr liczb rzeczywistych speiniajacych nierownos¢
(x—1)x—-2)(x-3) <0

jest

I przedziatem (—o0; 1]

II przedziatem [3; o0)

III przedzialem [L; 3]

IV zbiorem [—oo; 1]U[3;0)

14. Sze$cian o przekatnej d ma takie samo pole powierzchni calkowitej, jak kula
0 promieniu V3. 1le wynosi d ?

I Jor sz 4 | A VAN
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15.  Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat. Krawedz podstawy prostopadto$cianu ma
dhugos$¢ 1, a krawedZz boczna prostopadioscianu ma dlugosé 2. Jaka dlugo$¢ ma najdhuzszy
odcinek 1laczacy wierzchotek prostopadioscianu ze S$rodkiem krawedzi podstawy
prostopadtoscianu ?

I g n 3 I g |\
16. Zbior A jest zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci

1o,

x+2

Zbior B jest zbiorem wszystkich rozwigzan nierownos$ci
(x-D(x+2)>0.
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe ?
| A— B jest zbiorem pustym
11 B— A jest zbiorem pustym
I 4uB=B
IV  4nB=4

17. Dane sg dwa kota

K ={(x):x2 +37 <9 Ky ={(x,y):(x—2)? + y* <25}
Jakie jest wzajemne potozenie tych kot ?

| Kota sg roztgczne
I Koto K, jestpodzbiorem kota K,

III  Koto K, jestpodzbiorem kota K,
IV Kota maja doktadnie jeden punkt wspolny

18.  Dla jakich wartosci m réwnanie 22 —m-2¥ +1=0  ma dwa pierwiastki ?
m e (—o0; —2) U (2; o) 11 m e (—o0; —2)
IHI me2; o) IV me(-2;2)
19. W jakim stosunku zmiesza¢ roztwor cukru o stezeniu 2 % z roztworem cukru
o stezeniu 5 %, aby otrzymac roztwor cukru o stezeniu 4 % ?
I 3:2 1| 2:3 m  2:1 IV 1:2

20.  Dlajakiej warto$ci x z przedziatlu < 0;27 > spetniony jest uktad warunkoéw

. 1
Smx =——
2
cosx >0
n = m v Xz
6 6 3 3
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Prawidlowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

ODPOWIEDZI

Numer OdpowiedZ Zaliczono
pytania I M Y, punktow
1 X
2 X
3 X
4 X
5 X
6 X
7 X
8
9 X
10 X
11 X
12 X
13 X
14
15 X
16 X
17 X
18 X
19 X
20
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ETAP 2 - FINAL
Czesc 1
Zadania

Zadanie 1.
W trapezie ABCD o podstawach AD i1 BC punkt O jest punktem przeci¢cia

przekatnych. Dane sg pola trojkatow P, = PAAOD 1P, = PABOC.
Wyznaczy¢ pole trapezu.

Zadanie 2.
Liczby a, b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego rosnacego i sa
pierwiastkami roGwnania
x*=5x*+¢=0.
Wyznacz gq.

Zadanie 3.

Symbol E(x) oznacza najwigksza liczbg catkowita mniejszg lub rowng liczbie
x. Narysuj wykresy funkcji:

a) f(x)= E(|x|) dla xe<-2;2>

b) g(x)=x-E(x) dla xe<-1;2>
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Rozwiazania zadan
Zadanie 1
Szkic rozwigzania.

b
B C
hy
hy
A a D

Niech:
|AD|=a, [BC|=
h; — wysokos$¢ trojkata BOC opuszczona na BC,
h, — wysokos$¢ trojkata AOD opuszczona na AD,
h =h; + h, — wysokos$¢ trapezu ABCD
Zatem P, =PAAOD = %ahl ; P, =PABOC = %bh2 ;

Pole trapezu jest rowne
=1(a+b)(h +h )—lah Ly + Lon + Lon, —p v py+ Lan, + Lo
5 1T )= ah Ty diy b by = T By Al O
Trojkat AOD jest podobny do trojkata BOC, zatem

h_a_JR
h, b P,
Stad: hlzhi/:i_ﬁ, a= Zi\//__
2

1 h P,
P=P +P + % +b i/\/__—PlJer \/i__lzPl+P2+4/PlP2:(\/Fl+\/E)2

2

Zadanie 2

Szkic rozwigzania.

Zatem:

Oznaczmy: x° =t. Z warunkéw zadania wynika, ze rownanie ¢ —5t+¢g =0
ma dwa pierwiastki dodatnie ¢, ¢, takie, ze

{bz =c’ =t
a’=d’=t,
przy czym b jest liczba przeciwng do c, za$ a jest liczba przeciwng do d.
Poniewaz d —c=c—-b 1 b=—c wi¢gc d =3c.Zatem t, =9¢,.
Ze wzordéw Viete'a mamy:
L, =q
t,+t,=5
Rozwiazujac uklad trzech ostatnich rownan otrzymamy odpowiedz: ¢ =9/4.
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Zadanie 3
Szkic rozwigzania.
a)
A
4 1
3 J
[ ] 2 —_ [ ]
| | | »
I ' ! —>
2 -1 0 1 2
b)
A
4 ()
2 ——
1
| | . ; —>
2 -1 0 1 2

55



Zadania konkursowe - MATEMATYKA

Czesc 11
PYTANIA TESTOWE

Po kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, 11, III i IV.
Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1. Przekroj czworo$cianu foremnego plaszczyzng moze by¢:
trojkatem rownobocznym

11 trojkatem o kazdym boku roznej dtugosci

III  kwadratem

IV pieciokgtem

2. Niech p bedzie taka liczba rzeczywista, ze wielomian x*> — px+ p ma dokladnie
jeden pierwiastek rzeczywisty. Pierwiastek ten

| jest ujemny

11 jest wymierny

III  jest liczbg calkowitg parzystg
IV moze by¢ liczbg pierwsza.

3. Wielomian x° + ax+b ma ten sam niepusty zbior pierwiastkow, co wielomian
ax+b. Warunek ten

| oznacza, ze zbiorem pierwiastkow jest zbior {0}
11 jest spelniony, gdy b =0

III  nigdy nie jest spetniony

IV jest speliony, gdy a=0.

4.  Ktore z ponizszych rOwnan nie ma pierwiastkow rzeczywistych ?
x*+6x*+9=0
11 x*—6x*+9=0
I x*+3x*+5=0
IV x*+3x°+2=0

o)

5. Dana jest funkcja f(x)=x"—6x +9
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe ?

I Dla kazdego x <0, f(x)>0
11 Dla kazdego x , f(x)>0
III  Istnieje x <0 taki,ze f(x)=0
IV Istnieje x taki,ze f(x)=0
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6. Ktora z ponizszych liczb jest liczbg wymierng ?

I (V3 =342)(+3 +342)
11 0,6343434...
I (4-+20)(4+245)

\/§+1
v 5 -3

7. Ktora z ponizszych figur ma $rodek symetrii ?

I Pétprosta

I Dwa rézne punkty

IIT  Trzy roézne punkty niewspotliniowe
IV Dwie proste rownolegte

8. Dane sg wzory na n-ty wyraz ciggu (ne N, ) :
| a, =log2" 1| b, =log" 2
Il ¢, =log2®” IV d, 6=

Ktory z tych ciggdw jest ciggiem geometrycznym?

9. Ktory z ponizszych zbiorow jest jednoelementowy?
I {a, D} 11 {a, a}
I {{a}} IV {0}

10.  Ktory z ponizszych utamkow ma rozwiniecie dziesietne skonczone?

1 1
1 15100 1 16100

1 1
1 20100 v 75100
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz
pytania I m \
1 X X X
2 X X X
3 X
4 X X X
5 X X
6 X X X X
7 X X
8 X X
9 X X X
10 X X
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ZADANIA Z KONKURSU 2012-2013

ETAP 1

Przy kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi, z ktorych doktadnie jedna jest prawidtowa.

1. Liczba (17+/71)>' + (17 =71)" jest

I niewymierna IT calkowita parzysta
IIT catkowita nieparzysta IV wymierna niecatkowita
T

2. Ciag (a,) w ktorym a,, = cos dla n=1.23,... jest

1+\/Z

I rosnacy, a wszystkie wyrazy tego ciggu sg dodatnie

II rosnacy, a wszystkie wyrazy tego ciggu s3 mniejsze niz 1
III malejacy, a wszystkie wyrazy tego ciggu sa dodatnie

IV malejacy, a wszystkie wyrazy tego ciggu sa mniejsze niz 1

3. Dany jest uktad rownan

y= x2 -4
x= y2 -3
Ile jest par (x,y) spetniajacych ten uktad rownan?
I jedna II dwie I trzy IV cztery

4. Liczba N ma 201 cyfr i sg to same siddemki. Zatem liczba N jest podzielna przez
I 9 II 11 I 111 IV 1111

5.Niech f(x)=cosx, g(x)=2" dla xe R. Wowczas:
I funkcja f(g(x)) jest parzysta

II funkcja f(g(x)) jest nieparzysta

III funkcja g(f(x)) jest parzysta

IV funkcja g(f(x)) jest nieparzysta

6. Ile punktow o obu wspotrzednych calkowitych nalezy do zbioru

A={(x,y):3£x2+y2S8}
I 4 I 8 I 16 IV 24

7. Dany jest zbior A = {a,b,{a}}. Ktdre z ponizszych zdan jest falszywe?
I {a}e4d Il {a}c 4 I Oc A4 IV Oe 4
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8. Wielokat wypukty ma 275 przekatnych. Ile bokéw ma ten wielokat?
I 50 II 25 I 20 IV 40

9. Ktora z ponizszych funkcji ma zbior warto$ci rowny przedziatowi (0;1> ?

I f(x)=— 0 f)=+1-x I f(x)z”szmx IV f(x)=1-x>

1+x2

10. Rozpatrujemy trojkaty, ktorych wierzcholki sa wierzchotkami szescianu. Ile jest wsrod
nich tréjkatow réwnobocznych?

I 4 IT 8 I 12 IV. 24

11. Suma pierwiastkow rownania
9" -12-3"+27=0
wynosi
I3 I 2 I 12 IV 7

12. Przekatna rombu ma dtugos¢ 6. Pole rombu wynosi 24. Jakg dtugo$¢ ma bok rombu?

I5 II 10 III 6 IV 12

13. Miary katow trojkata tworza rosnacy cigg arytmetyczny . Suma miar najmniejszego i
najwiekszego kata tego trojkata wynosi
I 100° I 120° I 150° IV 90°

14. Na rysunku przedstawione sa trzy wektory: a@.,b.¢

— -
a b
—
Ktory z ponizszych C zwigzkow migdzy tymi wektorami jest
prawdziwy?
I G+b+¢=0 I G+é=b
Ml d+b=¢ IV b+é=a

15. Pole trojkata, ktorego dhugosci przyprostokgtnych sg pierwiastkami rownania
X =235-x+3=0
jest rowne

I 3 IT 1,5 I 2 IV 1
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16. Dane sa dwa kota
K, ={(x,y): x*+y* <9} Ky ={(x,y): (x =2 +y* <1}

Jakie jest wzajemne potozenie tych kot ?

I Kota sg roztgczne

I Koto K, jest podzbiorem kota K,

IIT  Kolo k, jest podzbiorem kota K,

IV Kota maja doktadnie jeden punkt wspolny

17. W ciagu (a,) wyraz a, wynosi dn+2
2n+1
Ile wynosi wyraz a,.; dla n>1?
I 4dn+1 I 4n-2 I 1 v 4dn+1
2n 2n—1 2n+1

18. Dana jest funkcja f(x)=4x. Ktorg z ponizszych rownosci spetnia ta funkcja dla
wszystkich x, y € R ?

I fx+2y)=f(x)+2f(y) I f(xy*)=f(x)+2/(»)
L f(x+2y) = f()[f] IV f(x-y) =) - f()

19.1le wynosi kwadrat roznicy pierwiastkow rownania kwadratowego
xt+px—pt=0, p=#0?

I 3 n 3 111 G v

20. Zbidr 4 jest zbiorem wszystkich rozwigzan nierdwnosci
x -1
x+2
Zbiér B jest zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci
(x -1)(x +2) >0 .
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe ?

20 .

| A-B jest zbiorem pustym
I B-4 jestzbiorem jednoelementowym
I  4uB=B

IV  4nB=B
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz

pytania | I I W,

1 X

2 X

10 X

11

12

13 X

14 X

15 X

16 X

17 X

18 X

19 X

20 X
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ETAP 2 - FINAL

Czesc 1
Zadania
Zadanie 1.
Dane sg funkcje:
1 dla x<0
f(x)=4 0 dla x=0 oraz g(x)=x>-2x
-1 dla x>0

Napisz wzory okreslajace funkcje: f(f(x)), f(g(x)), g(f(x)), g(g(x)).

Zadanie 2.

W trojkat ABC o podstawie dtugosci ¢ =|AB| i kacie ACB o mierze y wpisano
okrag o $§rodku O. Przez punkt O i1 wierzchotki A oraz B poprowadzono okrag o
srodku S. Wyznaczy¢ dlugo$¢ promienia tego okregu.

Zadanie 3.
Dana jest prosta y=1 oraz punkt P=(2,3). Znajdz zbiér punktow
rownoodlegtych od danej prostej 1 od punktu P. Narysuj ten zbior.
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Rozwiazania zadan

Zadanie 1.
Odpowiedz.
-1 dla x<0 -1 dla xe(—0;0)U(2;0)
J(f(x)=1 0 da x=0 flg(x)=4 0 dla xe{0,2}
dla x>0 1 dia xe(0,2)
-1 dla x<0
g(f(x))=4 0 dla x=0 g(gx))= xt—axd 1 2x% +4x
3 dla x>0
Zadanie 2.

Szkic rozwigzania.
Dhugo$¢ promienia rozpatrywanego okregu to np. dlugos$¢ odcinka OS.
Niech kat CAB ma miar¢ o a kgt ABC ma miare f3.
Poniewaz odcinki OA 1 OB sg zawarte sg w dwusiecznych odpowiednich katow
trojkata ABC to miara kata COB jest rowna m — (a0 + )/2.
Lecz o+ B = m — v, zatem miara kata COB jest rowna n/2 + v/2.
Stosujac twierdzenie sinusow do trojkata COB otrzymujemy:
c c

S: =
2sin(zr/2+y/2) 2cos(y/2)

Zadanie 3.
Rozwigzanie.
Niech punkt (x,y) nalezy do poszukiwanego zbioru.

Jego odlegtos¢ od punktu P jest rowna \/ (x—2)>+(y—-3)", za$ jego odlegtos¢
od prostej y=1  jest rowna | Y- 1| :

Przyrownujemy te odlegtosci:

V=22 + (-3 =|y-1

Podnosimy obustronnie do kwadratu:

(x=2*+(y-3)* =(y-1°*

Stad: yzixz—x+3

Jest to parabola o wierzchotku (2,2) zramionami skierowanymi do gory.
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Czesc 11
PYTANIA TESTOWE

Po kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, 11, III i IV.
Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1. Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe:

I 0={0) I 0c{o) I oc©® IV (0,0 =)

2. Dane sa funkcje:

f(x)= cos(x —%) , gx)= |sin x|, h(x)= sin(x —%), k(x)= |sin(x — ﬂ) .
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe:
I f(x)=gx) II f)=k(x) I f(x)=h(x) IV g(x)=k(x)
3. Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f(x)= % . Ktore z ponizszych zdan jest
+

prawdziwe:

I  Dziedzing funkcji f jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych

II  Zbior wartosci funkcji 1 jest ograniczony

IIT Funkcja f jest malejgca

IV Dla kazdej liczby k nalezacej do przedziatu (0; 1) istnieje taka liczba x, ze f(x) =k

4, Ktore z ponizszych rownan przedstawia prosta na ptaszczyznie:
I x2:3 M x2Y=0 M xy=0 IV Jx2+ 2+ 2 =0
v+

5. Czworoécian moze mieé:

| dokladnie jedng o$ symetrii

11 dokladnie trzy osie symetrii

IIT  pole powierzchni wieksze niz 1 km? i jednoczesnie objeto$é mniejsza niz 1 mm’
IV trzy pary krawedzi wzajemnie prostopadtych
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6.

I

11
I

1A%

Ktora z ponizszych liczb jest liczbg wymierng ?

(5-347)? +(5+347)
(4-12)(4+2+/3)
‘1—\/5|+\/§

0

7. Dana jest funkcja

11
111
1A%

11
I
1A%

11
I
1A%

10.

11
I
1A%

f(x)=x"—-4x+4
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe ?

Dla kazdego x <0, f(x)>0
Dla kazdego x, f(x)>0
Istnieje x <0 taki, ze, f(x)=0
Dla kazdego x >0, f(x)>0

Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe ?

Funkcja f(x)=2""% +27°"* jest parzysta

Funkcja g(x)=2""* —27%"" jest nieparzysta

Funkcja /(x)=2""" +1 nie jest parzysta i nie jest nieparzysta

Funkcja k(x)=2°"" +1 nie jest parzysta i nie jest nieparzysta

Pole powierzchni kuli wpisanej w walec

jest mniejsze od powierzchni walca

nie przekracza pola powierzchni bocznej walca

nie przekracza sumy pol podstaw walca

jest wieksze od sumy pol podstaw walca i mniejsze od jego pola powierzchni bocznej

Liczba n* + 87 jest podzielna przez liczbg n — 2 (n jest liczba catkowita dodatnia).
Wynika stad, ze

n<g87

n jest liczbg nieparzysta

n jest liczbg pierwsza

n jest kwadratem liczby catkowitej
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz
pytania I m \
1 X X X
2 X X X
3 X X X X
4 X X
5 X X X
6 X X X
7 X
g |X X X
9 |X X
10 X X
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ZADANIA Z KONKURSU 2013-2014

ETAP 1

Przy kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi, z ktorych doktadnie jedna jest prawidtowa.

1. Dwa kolejne wierzchotki kwadratu lezg na okregu o promieniu 1, a pozostate dwa na
srednicy tego okregu. Dtugos¢ boku tego kwadratu wynosi:

I 1 II g I1I g IV ¥

2. Okrag o promieniu 10 i okrag o promieniu 17 przecinajg si¢ w dwoch punktach. Diugos$é
wspolnej cigciwy wyznaczonej przez te punkty wynosi 16. Odlegto$¢ miedzy srodkami tych
okregdéw wynosi:

I 21 I 15 nr 27 Iv 23

3. Prostokagt ABCD ma bok AB o dtugosci 5 i bok BC o ditugosci 3. Przekatna AC zostata
podzielona punktami E 1 F na trzy odcinki o rownej dtugosci. Pole powierzchni trojkata EFB
WYynosi:

I Bl II E 111 @ v 3
2 3 3
. . . 2a, +1
4. Ciag (a,) spehiadlan=1,2, ... zalezno§¢ a,,, =—2—, oraza; = 2.
Ile wynosi wyraz a;g; ?
I 49 II 50 I 51 v 52

5. lle rozwiazah ma réwnanie x +3 =1++/x ?
I Nie marozwigzan.
I Ma doktadnie jedno rozwigzanie.
III Ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

IV Ma doktadnie dwa rozwigzania.

6. O ile procent nalezy zwigkszy¢ promien kota, by pole kota powiekszyto sie

czterokrotnie?
I 100% II 200% I 160% IV  40%

7. Ktora z ponizszych bryl ma najwigkszg objetos¢?
I Czworoscian foremny o krawedzi V5.
I Walec o promieniu podstawy 0,5 i wysokosci 5.
III  Kula o promieniu 1.
IV Stozek o wysokosci Visi tworzacej 4.
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8.  Dany jest cigg geometryczny

a,= 171 n=1273,..
2}1
Ile wynosi suma n poczatkowych wyrazow tego ciagu ?
1 30-27) m oef1-27) m o 21-2") IV o1-27"

9.  Pierwiastki rownania kwadratowego
mx2+px—m=0, m#0

oznaczamy: Xx; X,. Ile wynosi
2

xlzxz +x; x22 ?

2 2
1 % n o p?e2m?
m
2 2
mo 2 v 2
m m
10.  Dany jest wielomian W(x)=x>"*'~1, neN. Ile wynosi reszta z dzielenia tego

wielomianu przez dwumian x +1 ?
I -2 II -1 m o v 1

11.  Ostatnia cyfra liczby 762'31° to:
I 2 I 4 111 6 v 8

12. Zbioér punktéw plaszczyzny Oxy spetiajacych rownanie
[ x[+]y[=1
jest
I  zbiorem czteroelementowym.
II  brzegiem kwadratu.
III  okregiem.

IV zbiorem nieograniczonym.

13. Dane s3 funkcje:
f(x)= x2, g(x)=sin2x

Funkcja f(g(x)) jest
I  parzysta i okresowa.

I  parzysta i nieokresowa.
I nieparzysta i okresowa.

IV nieparzysta i nieokresowa.
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14. Liczba, ktorej czwarta cze$é powigkszona o 15 jest rowna trzeciej czesci tej liczby
pomniejszonej o 15

I jest wigksza niz 400.
II  jest nieparzysta.
III  jest mniejsza niz 400.

IV nie istnieje.

15. Koto ma promien r i obwdd a. Ktora wypowiedz jest prawdziwa?
I  Jezeli a jestliczbg niewymierng, to r tez jest liczbg niewymierng.
11 Jezeli a jest liczba wymierna, to r tez jest liczba wymierna.

I Jezeli a jest liczbg naturalna, to r jest liczba niewymierna.

v Jezeli a jest liczbg naturalng, to r jest liczba wymierna.

16. Ktora z ponizszych funkcji ma wykres symetryczny do wykresu funkcji f(x) =32
wzgledem prostej y=x ?

| g(x)=2-logz x II g(x)=2+logz x
I g(x)=3-log, x v g(x)=3+log, x
17. Tle rozwigzah ma rownanie:

Caxted e +x+1=0 2

I  Nie ma zadnego.

I  Doktadnie jedno.
I Doktadnie trzy.

v Doktadnie pig¢.

18. Funkcja
V1+x2
f(x) =

I jest rosnaca. I jest malejaca.
III  jest parzysta. IV jestnieparzysta.
19. Liczba 1+ 49821901 egt rowna

I log,1001-log, 5 I (log,1001)*
I (log,1001) +1 IV 1001° +1

20. Dane s3 zbiory:
A={0} oraz B={{0}}.

Zatem:
I A=B=0 I A=B#0O
111 AeB IV A B
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Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz

pytania | I I

1

AW DN

10 X

11 X

12 X

13 X

14 X

15 X

16 X

17 X

18

19

20 X
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ETAP 2 - FINAL
Czescé 1
Zadania

Zadanie 1.

Rozwiaz nier6wnos¢:

Vxd =62 +9x—4 > logy g (3x —x°)

Zadanie 2.

Na czworokacie ABCD opisano okragg 1 wpisano okrag. Réznica dlugosci
bokéw AD 1 BC jest rowna roznicy dlugosci bokow AB 1 CD.
Wykaza¢, ze przekatna AC jest $rednicg okrggu opisanego na tym czworokacie.

Zadanie 3.

Punkt skupienia zbioru 4 na ptaszczyznie jest to taki punkt P tej ptaszczyzny,
ze w dowolnym kole otwartym (tzn. bez okrggu kota) o srodku P znajduje si¢
przynajmniej jeden punkt r6zny od punktu P i nalezacy do zbioru 4.

Uwaga. Punkt P nie musi (cho¢ moze) naleze¢ do zbioru 4.

Na ptaszczyznie Oxy dany jest zbidr A= {(l,yj n=123,.;0<y< 1} :
n

Wyznacz zbidr wszystkich punktow skupienia zbioru 4.
Wyznaczony zbidr mozesz opisa¢ stowami lub symbolami albo narysowac.
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Rozwiazania zadan
Zadanie 1.

Rozwiazanie.
Nieréwnos¢ ma sens, gdy

x> —6x2+9x—4>0 (1)
i 3x—x2>0 (2)

Rozwiazanie (1):  (x—1)2(x—=4)>0, stad: xe<4; 0) U {1}

Rozwigzanie (2): x(3—-x)>0, stad: xe(0; 3)

(i) x=1.

Podstawiamy x =1 do nierdwnosci: L =0, P=log,g2 <0, nierowno$¢ jest spetniona.

Odpowiedz: x=1.

Zadanie 2.

Szkic rozwigzania.

Mamy z zalozenia |AD| - |BC|=|AB| - |CD|

oraz warunek na mozliwo$¢ wpisania okregu |AD| + |BC|=|AB| + |CD|
Dodajac réwnosci stronami otrzymamy

2|AD| =2|AB| czyli |AD| =|AB|.

Zatem rowniez |[BC| = |CD).

Stad trojkaty ABC i ACD sa przystajace.

Warunek opisania okrggu dla miar odpowiednich katow o +y = + 6 = 1800.
Z przystawania trojkagtow ABC 1 ACD mamy 3 =06 zatem 2B =18001 B =900.
Kat wpisany jest prosty wigc musi by¢ oparty na $rednicy.

73



Zadania konkursowe - MATEMATYKA

Zadanie 3.

Rozwigzanie:
{(l,yj: n=12,3,..; Oﬁyﬁl}u{(o,y):OSySI}
n

albo opis stowny:
Szukany zbior jest suma:
- zbioru A,

- ciagu (l,OJ n=1,2,3,... (ciagna osi Ox),
n

- ciagu [l,lj n=1,2,3,... (ciaggnaprostej y=1),
n

- odcinka o koncach (0,0) i (0,1) wraz z koncami (odcinek na osi Oy).
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Czes¢ 11
PYTANIA TESTOWE

Po kazdym pytaniu s3 podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, II, III i IV.
Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1. Ktory z ponizszych zbiorow jest dwuelementowy:
I {aaabb} I {a, {a}}
nr  {{aj, {b}} IV {{a,b}}

2. Funkcja f kazdej liczbie naturalnej dodatniej n przyporzadkowuje liczbg jej dzielnikow.
Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe:

I f(n+1)> f(n) dlakazdego n

II  f(2n)> f(n) dlakazdegon

I f(2n)=1+ f(n) dlakazdego n

IV Jezeli f(n)=2 to f(n+1)>2

3. Ktéry z ponizszych podzbioréw plaszczyzny Oxy jest ograniczony:
I {(x,y):xeR AN yeR A 1<x+y<4}

I {(x,y):xeR A yeR A 1£x2+y2£4}
I {(x,y):xeR A yeR A I<|x|+|y|L4}
IV {(x,y):xeR A yeR A 1L |x+y|<4}

4. Ktore z ponizszych rownan ma doktadnie dwa rozwigzania:

I |-t =x n |- = s
m -1 = x+1 IV 2% -1|=x+10
5. Dla uktadu rownan

{|X| =2

x2+y2:t

teR

rozpatrujemy funkcje f(¢) o wartosciach rownych liczbie rozwigzan tego uktadu. Wtedy
I Wykres funkcji f ma o$ symetrii.
II Funkcja fjest niemalejaca.
IIT Zbidr wartosci funkcji fjest dwuelementowy

IV Funkcja fjest roznowarto$ciowa.
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6. Niech k= . Wted
log, 5
log, 7
= 98 Il k=log,7-log,5
log, 5
I  k=log,7 IV k=log,5
7.  Narysunku przedstawione sg trzy wektory: a, b, ¢
o -»>
P b
+
a
Ktory z ponizszych zwigzkéw miedzy tymi wektorami jest prawdziwy?
I Ga+b+¢=0 0N c¢-a=b
Il ¢+b=a IV b+d=c
8. Ktora z ponizszych funkcji ma zbidr wartosci réwny przedziatowi < 0;1 > ?
2 1
I f(x)=cos 2x I gx)= >
I+x
M A(x)=2" IV k(x)= 1+°2°”
9.  Ktore z ponizszych przeksztalcen ptaszczyzny jest izometrig?
I Rzut prostopadty na prosta.
II Symetria srodkowa.
III Jednoktadno$¢ o skali —1.
IV Symetria osiowa.
10.  Ktoéra z ponizszych funkcji jest parzysta?
I f(x)=sinx-sin3x II g(x) =sin3x -cosx
I A(x) = 10g|x| IV  k(x)= |10gx|
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz

pytania I m Iv
1 X X X
2 X
3 X X
4 X X X
5 |X
6 X X
7 X X
g X X
9 X X X
10 |X X
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ZADANIA Z KONKURSU 2014-2015

ETAP 1

. Pierwiastki réwnania kwadratowego x2 - px+2=0 oznaczamy x; 1 Xj.

Jaka jest warto$¢ wyrazenia xl3 Xy + xlxg ?
I pr-4 m 8-2p° m 2p%-8 IV 2p°+8
. Ktory z ponizszych wzordéw okresla n-ty wyraz ciggu geometrycznego?
. . Nxw nmw
I a, =Ssinny+cosnw | | =sm7+0057
111 a, =sinn+cosn v a, :(sinn+cosn)2

. Ile rozwigzan ma rownanie | |x|— 2| =2-x

I 1 Im 2 nm 3 Iv 4

. Dana jest funkcja f(x) = 2" Ktorg z ponizszych rownosci spetnia ta funkcja
dla wszystkich x,y e R ?

I fx+2y)=2-7(x)- f(») I f(x+2y)=f(x)+2/(y)
M f(x+2y)= f(0)-[SO) IV f(x+2)= [+ D)
. Ktory z ponizszych przedzialow jest zbiorem warto$ci funkcji  f(x) = # ?
X +x°+1
I <1; o) II  (0; ) It (0;1) IV (0;1)

. Ile podzbioréw ma zbior { { {@} } } ?
I 1 m 2 I 4 v 8

. Ro6wnos¢ (AU B)—-B=A jestprawdziwa:
I dla dowolnej pary zbioréw roztagcznych 4, B
II dla dowolnej pary zbioréow 4, B

IIT  tylko wtedy gdy zbiér B jest pusty

IV gdy zbior B jest podzbiorem zbioru 4
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8. Samochod wjechat pod gorg ze statg predkoscig 30 km/h po czym zjechat po tej same;
trasie ze statg predkoscig 90 km/h. Srednia predkos¢ samochodu na catej trasie wynosita:

I 45km/h II  50km/h I 60 km/h IV 75 km/h

9. Ile dzielnikow naturalnych ma liczba miliard ?

I 89 I 90 I 99 1A% 100

10. Liczba 0,44444.... (po przecinku same czworki)
.. 4 . 5
I Jest mniejsza od s I Jest mniejsza od 5

IIT Jest niewymierna. IV Nalezy do zbioru rozwigzan nierdwnosci +/2x < 2x.

11. Réwno$¢ |a+b+c| =|a|+[p| +|c

, gdzie a, b, c to liczby rzeczywiste,
jest prawdziwa:

I Jedli liczby a,b,c sa ujemne.
I  Dla dowolnych liczb a,b,c.

III  Wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a,b,c sa nieujemne.

IV Jesli jedna z liczb a,b,c jest rowna zero.

12. Okrag przecina wszystkie boki czworokata wycinajac z nich rowne odcinki.
Stad wynika, ze:

I Na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag.
IT W ten czworokat mozna wpisa¢ okrag.

III  Ten czworokat jest kwadratem.

IV Ten czworokat jest prostokatem.

13. Dany jest trojkat prostokatny o bokach dtugoscia, b, c;a<b <c.
Obracajac ten trojkat wokot boku dtugosci a otrzymujemy bryle o objetosci V,, obracajac
ten trojkat wokot boku dlugosci b otrzymujemy brylte o objetosci Vi, obracajac ten trojkat
wokot boku dtugosci ¢ otrzymujemy bryte o objetosci V..

Wtedy:
| V.<Vy I V. <V, I Vv.<V, IV V<V,

14. Jesli dla dodatnich liczb catkowitych x, y, z, ktére nie maja wspolnego dzielnika
wigkszego od 1 spetniona jest rownos¢ xlog,,, 5+ ylog,,, 2 =2z ,to x +y +z wynosi:

I 6 IT 7 I 8 IV 9
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Liczba elementéw zbioru 4 = {(x,y) 5y-3x=15 i x*+y° < 16} Wynosi:

I O Im 1 nm 2 IV wigcej niz 2

Konce przekatnej prostokata majg wspotrzedne (4, 3) i (-4, -3), pozostate wierzchotki
maja wspotrzedne, ktore tez sg liczbami catkowitymi.
Takich prostokagtow moze by¢:

I 2 I 3 I 4 IV 5

Dane sa: okrag, trojkat rownoboczny wpisany w ten okrag i trojkat rownoboczny
opisany na tym okregu. Stosunek pol trojkata opisanego i trojkata wpisanego wynosi

I 3 n 4 nm 3 IV 2

Pierwsza pompa napetnia zbiornik w ciggu 4,5 godziny, druga pompa napeinia ten sam
zbiornik w ciggu 9 godzin. Obie pompy, pracujac jednoczesnie, napetnig ten zbiornik w
czasie:

I 1 godziny II 2 godzin III 3 godzin IV 4 godzin

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego wynosi S, =3-(1-37") . Ile
wynosi wyraz a, w tym ciagu ?

2 I 2 1 1

I 3_n 371—1 3}’1—1 31’1

Obrazem wykresu funkcji f* w przesunigciu o wektor [1; —2]

jest wykres funkcji g(x) = x? -3x-3. Jaki jest wzor funkcji f?
I f(x)=x2+x—3 II f(x):xz—x+3

M f(x)=x>+x+3 IV f(x)=x>-x-3
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Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

ODPOWIEDZI

Numer Odpowiedz Zaliczono
pytania I m Y, punktow
1 X
2
3 X
4 X
5 X
6 X
7
8
9 X
10 X
11
12 X
13 X
14
15 X
16 X
17 X
18 X
19 X
20 X
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ETAP 2 - FINAL
Czescé 1
Zadania

Zadanie 1

W trapezie ABCD, ABJ/CD, |£ZDAB| = 30°, |ZABC| = 60°. Punkty E,F,G,H sg $rodkami
bokow DA, AB, BC, CD odpowiednio.

Niech |AB| = 10, [EG| = 6. Wyznacz dtugo$¢ odcinka HF.

Zadanie 2
Znajdz wspdlne styczne do wykresow funkcji y = x> oraz y= —x% +6x-5
Zadanie 3

- > > >

Wektor u nazywamy kombinacjg liniowg wektorow vy,v,,...,v, gdy istnieja liczby

- - - -
a,ap, ...,a, takie,ze u = ajvi+ayvy+..+a,v,.

- - -
Wektor u =[1,2] zapisz jako kombinacj¢ liniowa wektorow v, =[2, 1], v, =[4, 3].
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Rozwiazania zadan

Zadanie 1

Szkic rozwigzania 1.

A Ay F B,

Niech HB || CB, HA, || AD

IEG| = 0,5(DC| + |AB). Stad |[DC| = 2
Zatem |AB,| =8 oraz |AF|=|FB,|=4
Zauwazmy, ze | ZAHB;|=90°,

Opisujac okrag na trojkacie A;BiH (lub porownujac pola AA;FH i AFBH)
otrzymamy |FH| =4
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Szkic rozwigzania II.

Przedtuzenia bokéw AD i BC przecinajg si¢ w punkcie O.

1) Trojkat ABO jest prostokatny. AB jest srednicg okregu opisanego na trojkacie ABO.
2) Trojkaty ABO 1 DCO sg podobne.

3) [EG| = 0,5(|DC| + |AB]). Stad |DC| =2

4) Z 2) [HO| = 0,5|DC| = 1, na podstawie 1) [FH| + [HO| = 0,5|AB|

Zatem |[FH| =4
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Zadanie 2

Rozwigzanie |
Szukamy takich a, b aby kazde z rownan

x> =ax+b (1)

—x?+6x-5=ax+b (2)
mialo doktadnie jedno rozwigzanie.
Z(1): xz—ax—b:0, A=a’ +4b
ZQ2): x*+x(a-6)+b+5=0, A=a’>-12a+36-4b-20=a’-12a+16—4b
Rozwigzujac uktad rownan:
a’ +4b=0

a* ~12a+16-4b=0
otrzymujemy dwa rozwigzania:
al 24, bl =—4 oraz an 22, bl =-1
Odpowiedz: Sg dwie styczne: y=4x—4 oraz y=2x-1.

Rozwigzanie 11
Roéwnanie stycznejdo funkcji y = X w punkcie (0, a) ma postaé¢ y—a’ =2a(x—a) czyli
y=2ax—a’,acR. D
Wystarczy wyznaczy¢ a, dla ktérego rownanie
2ax—a’ =-x"+6x-5 (1)
ma doktadnie jedno rozwigzanie (gdyz osie symetrii wykresOw obu funkcji sg rézne (III)).
Mamy x° +(2a—-6)x+5-a’ =0, A=8a> —24a+16=8(a—1)(a—-?2)
Zatema=1luba=2.
Wobec tego sa dwie styczne: y =4x—4 oraz y=2x—1.

Zadanie 3

Rozwigzanie
Szukamy takich aj,a, aby
[L,2]=q[2,1]+ ay[4, 3]

Stad:

2a1 + 4a2 =1

a + 3a2 =2
Rozwigzujac ten uktad réwnan otrzymujemy:

a = —2,5 , Ay = 1,5

- - -
Odpowiedz: u = =2,5vj+1,5v,.
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Czes¢ 11

PYTANIA TESTOWE

Po kazdym pytaniu sa podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, II, III i IV.

Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1. Na kazdym boku kwadratu wybrano po jednym punkcie tak, aby tworzyty wierzchotki
’ rombu. Wtedy
I Srodek symetrii tego rombu jest zawsze srodkiem symetrii kwadratu
1T Taki romb jest zawsze kwadratem
I Pole takiego rombu moze by¢ mniejsze od polowy pola kwadratu
v Pole takiego rombu moze by¢ rowne 0,75 pola kwadratu
) W5
2. Niech x=(\/5) i y=(3\/2)ﬁ, wtedy
I x>y.
oI x<y.
m x7 <y
IV X =%,
3. Wielomiany W(x) i P(x) sa funkcjami nieparzystymi. Woéwczas funkcjg nieparzysta jest
rowniez
I Suma wielomianow W(x) 1 P(x)
I [loczyn wielomianéw W(x) i P(x)
I Ztozenie wielomianow W(x) i P(x)
v Roéznica wielomianow W(x) i P(x)
4.  Rozpatrujemy szesnastokat foremny. Tworzymy wszystkie trojkaty prostokatne,
ktorych wierzchotki sg wierzchotkami tego szesnastokata.
I Troéjkatow takich jest nie wigcej niz 100
II Trojkatow takich jest co najmniej 100
I Wszystkie te trojkaty maja takie samo pole
v Liczba takich trojkatow jest podzielna przez 8.
5. Dla uktadu réwnan

|

2 2
X =

Y teR
X'+ -2x=t

rozpatrujemy funkcje f(¢) o wartosciach rownych liczbie rozwigzan tego uktadu. Wtedy
I £(0)>0.

II Funkcja fjest niemalejaca.
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III Zbiér warto$ci funkcji fjest dwuelementowy

IV Funkcja fjest roznowarto§ciowa.

6. Ktory z ponizszych utamkoéw ma rozwinigcie dziesi¢tne nieskonczone:

1
I

24100

1
)
1

I

625000000000
v o o

12000000000

7. Ktéry z ponizszych zbiorow jest jednoelementowy:

I {0}
II {Q,a}
I {a,{a}}

IV {{0,a, {a}}}

x2+x+1

—x2 +x-1

8. Dana jest funkcja f(x) = . Ktore ze zdan jest prawdziwe:

I Dla kazdego xe R: f(x)<0

I Istnieje x € R taki, ze f(x)=-1

I Jezeli f(x)=0to x=0

v Dla kazdego xe R: f(x)- f(—x)=1

9. Ktore z ponizszych rownan ma dokladnie dwa pierwiastki rzeczywiste:

| logr x=x+3
II logr x=x-3
I logpsx=x+3
v logpsx=x-3

10. W ktorym z ponizszych przypadkow okregi O, 0, sa styczne:

I Op: x> +9%=25; Oy: (x+6)>+(y+8)% =100
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N O x?+12=25; 0): (x+6)>+(y+8)% =25
mr  O: x2+3% =100 ; 0, (x+6)% +(y+8)> =25
IV O x2+y2=225; Oy: (x+6)> +(y+8)% =25
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz
pytania | I m \
1 X X X
2 X X
3 X X X
4 X X
5 X
6 X X
7 X X
8 X X X X
9 X
10 X X
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ZADANIA Z KONKURSU 2015-2016
ETAP 1

1. lle rozwigzan ma réwnanie  [2x +1)=2x ?

I Nie ma rozwigzan.

Il Ma dokfadnie jedno rozwigzanie.
Il Ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
IV Ma doktadnie dwa rozwigzania.

2. Dana jest funkcja f(x)=

, xe<—1;2> . Ktéry z podanych zbiorow jest

xt+4

zbiorem wartosci tej funkciji:
I <0,05;02> II <0,05;025>
III <0,05;1> IV ©;1>
3. Srednia arytmetyczna dwéch liczb jest réwna 6. Ich $rednia geometryczna
wynosi 4.

Wtedy liczby te sg pierwiastkami rownania
I x*+12x+4=0 II x*-6x+4=0
I x*-12x+16=0 IV x*+6x+16=0
4, Na pewnym kwadracie opisano okrgg O i wpisano w ten kwadrat okragg O..

Stosunek pola kota ograniczonego okregiem O4 do pola kota ograniczonego
okregiem O jest rowny:

I 2 Inm 2
I 2v2 IV 283

3. AB jest srednicg okregu o Srodku O. C jest punktem na tym okregu, takim, ze
kgt BOC ma miare 60°. Jesli dtugos$¢ srednicy wynosi 10 to dlugo$¢ odcinka

AC wynosi:

I 43 | | G

11 SENE) IV 53

6. Niech d = a” +b* +¢? gdzie a, b to kolejne liczby catkowite oraz ¢ =ab .
Wtedy Jd

I zawsze jest liczbg parzystg

II zawsze jest liczbg nieparzystg

IIT jest niekiedy liczbg parzysta a niekiedy nieparzysta
IV jest niekiedy liczbg wymierng a niekiedy niewymierng

7. Cyfrg jednosci liczby 1! + 2! + ...+ 99! jest:
I 9 II 5 III 3 IV 0
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8. X jest zbiorem. lle rozwigzan ma zalezno$¢ {1,2}c X < {1,2,3,4,5}:
I 8 II 6 111 4 IV Zzaden z tych
wynikéw
9. W tréjkat rownoboczny o boku a wpisano okragg. Nastepnie w ten okrag
wpisano kwadrat. Pole tego kwadratu wynosi:
2 2 2 2
| n < m < v <
3 6 12 24

10. Liczby rzeczywiste x, y spetniajg rowno$é:  (x +3) +(y—4) = 6.
Wtedy wyrazenie x’ + y> ma najmniejszg warto$¢ rowng:

I 2 mn 2 111 IV 1

11. lle jest funkcji réznowarto$ciowych ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} w zbior
{a,b,c,d,e}?

I 5 2’ 1 s° IV 5°

12. Kran A napetnia basen w 18 godzin, za$ kran B w 12 godzin. W jakim czasie
oba krany pracujgc rownoczesnie napetnig basen?

I w6 godzin II w6 godzin i 36 minut
III w7 godzin i 12 minut IV w9 godzin
13. Dla jakich warto$ci m uktad réwnan

x4y =2
{x— y+m=0
ma doktadnie dwa rozwigzania?

I dlame(-2;2) II dlame<-2;2>

III dla me(—4; 4) IV dla me<—4; 4>

14. Ktéra z ponizszych bryt ma najwieksze pole powierzchni catkowitej?
I kula o promieniu 3

II walec o promieniu podstawy 4 i wysokosci 1

III stozek o wysokosci 3 i tworzgcej 5

5710

IV szescian o przekatnej -

15. Funkcja f kazdej liczbie naturalnej przyporzgdkowuje sume jej dzielnikow
naturalnych. lle wynosi f(f(10))

I 36 I 182 Il 57 IV 39
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16.  Wykres funkcji y = X+ x przesunieto o wektor [1, 2], a nastepnie otrzymany

wykres odbito symetrycznie wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych. Otrzymano
wykres funkciji:

I y=-x?-x-2 I y=—x

Il y=-x?-x+2 IV y=-x>+x+2

2+x—2

17. Dane sg zbiory: A ={a,{a}}, B ={a}. Wypowiadamy dwa zdania
Z1: Bc Ai Z2: Be 4
I oba zdania sa fatszywe
II zdanie Z1 jest fatlszywe, a zdanie Z2 jest prawdziwe
III zdanie Z1 jest prawdziwe, a zdanie Z2 jest fatszywe
IV oba zdania sg prawdziwe

18. Czy ciag (a,), w ktérym aq, :sinl jest:
n

I malejacy i zbiezny II rosnacy i zbiezny
IIT malejacy i rozbiezny IV rosnagcy i rozbiezny

19. Suma cyfriloczynu liczb 99999985 i 100000015 jest réwna
I 118 II 135 Il 136 IV 144

20. lle przekatnych ma 18-kgt wypukty?
I 118 II 135 I 136 IV 144
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz

pytania | I I W

Alw N
b

10 X

11 X

12 X

13 X

14 X

15 X

16 X

17 X

18 X

19 X

20 X
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ETAP 2 - FINAL

Czescé 1
Zadania
Zadanie 1.
Wyznaczy¢ rozwigzania rOwnania
xy+x—-5y=—-6

ktore sg liczbami catkowitymi.

Zadanie 2.
Na wykresie funkcji y = N znajdz punkt potozony najblizej punktu P =(1,0).

Zadanie 3.

Dana jest funkcja f: X — Y oraz zbior G — Y . Przeciwobrazem zbioru G nazywamy zbior,
ktory oznaczamy f -1 (G) 1 okreslamy nastgpujaco:
/G ={xeX: [(x) G}
Wyznacz f _I(G) gdy:
a) f:R—>R, f(x)=x%, G=(;4)

b) f:R—R, f(x):;z, G=(0; 0,25>
1

+X
c) f:X —> N, X—zbidr par liczb naturalnych, f(m,n)=m-n+1, G={4, 5}

d) f:X —> R, X—2zbidr punktéw plaszczyzny, M — ustalony punkt tej ptaszczyzny,
f(P) jest dlugosciag odcinka PM, G =(—-1;4)
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Rozwiazania zadan
Zadanie 1.

Rozwiazanie.
Przeksztalcamy réwnanie do postaci
11 .
y=-1 s gdy x#5 (dla x = 5 réwnanie jest sprzeczne)
x —

Liczba 11 dzieli si¢ tylko przez 11 11.
Stad otrzymamy rozwigzania:

x=6,y=-12;

x=4,y=10;

x=16,y=-2;

x=-6,y=0;

Sposob alternatywny.

Przeksztatcamy réwnanie do postaci

x=35 —1—11 gdy y#—-1 (dlay= -1 rownanie jest sprzeczne)
y+

Liczba 11 dzieli si¢ tylko przez 11 11.
Stad tez otrzymamy powyzsze rozwigzania.

Zadanie 2.

Rozwiazanie.

Oznaczmy poszukiwany punkt: (x, V2. x2)

Jego odlegtos¢ od punktu P jest rowna f(x) =+/(x— 1)2 +2x% , XER

f(x) ma warto$¢ najmniejsza gdy wyrazenie podpierwiastkowe ma warto$¢ najmniejszg.
Oznaczmy: g(x)=(x— 1)2 +2xt =x? —2x 1+ 247

Obliczamy pochodng: g'(x)=2x-2+ 8x>

Zauwazmy, ze g'(0,5) =0. Po podzieleniu wielomianu g(x) przez x-0,5 otrzymujemy:
2'(x) = (x—0,5)(8x” +4x +4)

Zatem: g'(x)=0< x=0,5

Poniewaz w punkcie x=0,5 pochodna zmienia znak z minusa na plus i jest to jedyne
ekstremum, wigc w tym punkcie warto$¢ funkcji jest najmniejsza.

1 V2

Odpowiedz. Szukanym punktem jest (E,TJ

Zadanie 3.

SzKkic rozwigzania.

Ad. a) Na podstawie wykresu 1 '(G) = (=2;-1)U(1;2) .

Ad. b) Na podstawie wykresu /' (G) = (—o0;—/3 > U < +/3;00).

Ad. ¢) Na podstawie zaleznosci mn =31 mn=4 f7(G)={(1;3),(3:]),(1;4),(4:1),(2;2)}.
Ad. d) Na podstawie interpretacji geometrycznej f~'(G) = Koto bez brzegu o $rodku
M i promieniu o dtugosci rownej dtugosci odcinka PM.
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Czesc 11
PYTANIA TESTOWE

Po kazdym pytaniu sg podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, 11, III i IV.
Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1. Wielomian x* +5x” +15x—9 ma pierwiastki, ktorych
I Tloczyn jest dodatni.
II Tloczyn jest ujemny.
III Suma jest dodatnia.
IV Suma jest ujemna.

2. Prostg x+2y+1=0 obrocono wokoét poczatku uktadu wspétrzednych o 90° zgodnie
z ruchem wskazowek zegara. Otrzymano prosta

I 2x-y-1=0 I x+2y-1=0

I 2x-y+1=0 IV  x-2y+1=0

3. Rozpatrujemy réwnanie x° — 2|x| +k=0

Ktore z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe?
Istnieje liczba rzeczywista k, ze rbwnanie to ma doktadnie

I jedno rozwigzanie.
II dwa rozwigzania.
III trzy rozwigzania.

IV cztery rozwiazania.

4. Ktory z ponizszych ciggdw nie jest rosnacy?
0 b =n?+]
2
T 2
Ml ¢, =2"-1 IV 4 =2
n

5. Ktéry z ponizszych szeregdw geometrycznych jest zbiezny?
| 1+log, 4+(log, 4 ) +(log, 4) +.....

11 l+sin z+sin’ 7 +sin’ 7+ .....

111 I-1+1-1+1-1+...
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| \Y 1+sin(7r/2)+sin2(7r/2)+sin3(7z/2)+ .....

6. Ktory z ponizszych ciggow jest zbiezny:
2
n 2
I o -lgl I b, =lg-—" ML ¢, =217 IV d =(05)"
n n+1
7. Ktory z ponizszych uktadow rownan ma doktadnie cztery rozwigzania:
xy=1 = x?
= x2 |xy =1
m o JEs v {0
xy=1 xX“+y =2
8. Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe:

I Mediana liczb x|,x;,...,x,, jest rtOwna medianie liczb x| +k,x, +k,...,x,, + k
II Mediana liczb x;,x5,...,x,, jest rowna medianie liczb 2x;,2x5,...,2x,,
III Wariancja liczb xi,x;,...,x,, jest rtOwna wariancji liczb x; + k,xp +k,...,x,, + k

IV Wariancja liczb xq,x,,...,x, jest cztery razy mniejsza niz wariancja liczb 2x,2x,...,2x,

9. Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe:

I Istnieje graniastostup, ktorego liczba krawedzi jest rowna 6789.

II Istnieje ostrostup, ktorego liczba krawedzi jest rowna 6789.

III Istnieje graniastostup, ktorego liczba krawedzi jest o 6789 wigksza niz liczba $cian
IV Istnieje ostrostup, ktorego liczba krawedzi jest o 6789 wieksza niz liczba $cian

10.  Ktora z ponizszych funkcji ma okres rowny 7 :

I fx) = 2sin( At ”j

11 f(x)=2sin(x +7)
I f(x)=sin?(x+7)

IV f(x)=05 sin(% + nj
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz
pytania | I m v
1 X X
2 X
3 P X X
4 | x X X X
5 |x X
6 X X
7 | x X X
8 P X
9 |x X
10 |x X
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ZADANIA Z KONKURSU 2016-2017
ETAP1
1. Boki trojkata majg dtugosci x, y, z i spetniajgce warunek

0<x<LI1<y<2<z<3
Maksymalne pole powierzchni tego tréjkgta wynosi:

I 1 n 2 m 2 IV 5
2. Liczba pierwiastkéw réwnania x° + (x + 1)5 + (x + 2)5 =0 wynosi:
I 5 Im 3 m 1 IV 0

3. Srodkowe tréjkgta majg dtugosc: 9; 12; 15. Pole powierzchni tego trojkata

WYnosi:
I 54 Im 72 Im 90 IV 108
4. Wskazoéwka godzinowa i minutowa w ciggu doby sg prostopadte:
I 24 razy II 40 razy
I 44 razy IV 48 razy
5. Dana jest funkcja f(x) = 7. Ktdra z ponizszych réwnosci jest prawdziwa dla

kazdego a,beR:
I f(a)+f(b)=f(a+Db)
I f(a)-f(b)=f(a-b)
ur - f(a)-f(b)=f(a+b)
Iv f(a)+ f(b)=log (a-b)

6. W trapezie rownoramiennym podstawy majg dtugo$¢ 6 i 2 a przekatne sg
prostopadte. Wysoko$¢ tego trapezu ma dtugosc:
I 3 In 4 m 5 IV 6
n2
7. Najmniejszy wyraz ciggu okreslonego wzorem a, = > n=1,2,3, ... to:
I aq 1 a,
1 a, IV nie istnieje wyraz najmniejszy
8. Liczby a, b sg pierwsze. Wtedy liczba  a@"b” ma:
I 3 dzielniki IT 4 dzielniki
III n+m dzielnikow IV (n +1)(m + 1) dzielnikbéw
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9. Tréjmian ax’® + bx + ¢ ma wszystkie wspétczynniki tego samego znaku
(ré6zne od zera). Trojmian ten
I Nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
Il Ma dwa pierwiastki tego samego znaku.
I Jesli ma pierwiastki rzeczywiste to sg one ujemne.
IV Jesli ma pierwiastki rzeczywiste to sg one réznych znakdow.

10.  lle jest par (x, y) spetniajgcych uktad réwnan

A=t
x*+y' =3

I Nie ma rozwigzan.

Il Ma dwa rozwigzania.
Il Ma cztery rozwigzania.
IV Ma osiem rozwigzan.

11. Danajestfunkcja f(x)= \/x4 -1+ \/1 L Ktory z podanych zbioréw jest
zbiorem warto$éci tej funkciji:

I <0,1> 1 {0} T (0; o) IV (0;1>

12.  Dane sg zbiory: A={a, b}, B ={{a, b}, a, b}. Ktdére z ponizszych zdanh jest
prawdziwe?
| Zbiory Ai B sg réwne.
Il Ajest podzbiorem Bi A jest elementem B.
lll A jest podzbiorem B i A nie jest elementem B.
IV A nie jest podzbiorem B i A jest elementem B.

13.  Ktéry z ponizszych utamkéw zwyktych ma rozwiniecie dziesietne skorczone?

] ] ] ]
T - n — m — v —
10241024 20022222 55555353 15001300

14.  Symbol n! oznacza iloczyn 1-2-3-...-n.
Cyfrg jednosci liczby 1! + 3! + 5! + 7! +.. .+ 49! jest:

I 9 II 5 nr 7 IV 0

15. Funkcja f kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe jej dzielnikow
naturalnych. lle wynosi f( f(24))

I o4 nm 32 nmr 16 IV 4
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16.  Wykres funkcji f(x)= %x —% odbito symetrycznie wzgledem prostej y=x.

Wykres ktorej z ponizszych funkcji otrzymano?

1 f(x)=%x+% 1| f(x)=%x+%
1 f(x)=%x—% v f(x)z—%x—%

17. Dany jestciag (a,) :%. Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe?
sin —
n

I Ciag (a,) jest rosngcy.

Il Istnieje wyraz ciggu (a,,) rowny 1.
Il Istnieje nieskonczenie wiele wyrazow ciggu (a,,) wiekszych niz 1000.
IV Istnieje nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu (a,,) mniejszych niz 1000.

18.  Kwadrat K1 ma pole réwne 1. Zbudowano kwadraty K, Kz K4 ,...,K, takie, ze
bok kwadratu K, ma dtugos¢ dwa razy mniejszg niz bok kwadratu K¢ dla
p=2,3,4,...,n. lle wynosi suma pdl wszystkich kwadratéw (fgcznie z K1)?

2" ] 4" 1 ol 3 4n
I
21’1—1 3 X 4}1—1 4 3 X 4}1—1

19. W szescianie A potgczono odcinkami srodki sgsiednich scian otrzymujgc bryte
B. lle wynosi stosunek objetosci bryty B do objetosci szesScianu A?

NG

I — IIl
2 2

NG

111 Iv. —
4

1
6

20. Kula o promieniu R ma takie samo pole powierzchni jak szescian, ktérego
przekgtna ma dtugosc 1. lle wynosi R?

L n L m = v \/E
27 47 4 2
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz

pytania | I I W,

N
X

A | W
X

o
b

10 X

11 X

12

13 X

14 X

15 X

16 X

17 X

18 X

19 X

20 X
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ETAP 2 - FINAL
Czescé 1
Zadania

Zadanie 1.

. o, y'=x=3x" +2x
Rozwigza¢ uktad rownan
x* =y =3y"+2y

Zadanie 2.
Dana jest parabola o rGwnaniu

y=ax’ +4a
w ktorym a jest stalg dodatnig. Do tej paraboli poprowadzono styczng rownolegla do proste;j
y =x.0znaczmy: O — poczatek ukladu wspotrzednych, 4 — wierzchotek paraboli, M — punkt
stycznos$ci. Oblicz pole trojkata OAM.

Zadanie 3.
Definicja.

Zdarzenia 4, B nazywamy niezaleznymi jesli prawdopodobienstwo iloczynu tych zdarzen jest

réwne iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen, tzn. P(AN B) = P(A)- P(B)

1) Niech 4, B beda zdarzeniami niezaleznymi. A', B' to zdarzenia do nich przeciwne.
Udowodni¢, ze wtedy
a) Zdarzenia A4, B’ tez sa zdarzeniami niezaleznymi,
b) Zdarzenia A’, B' tez sg zdarzeniami niezaleznymi.

2) Czy zdarzenia rozlaczne sa zawsze niezalezne?
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Zadanie 1.
SzKkic rozwigzania.

Odejmujac pierwsze rownanie od drugiego roOwnania i wylaczajac (y — x) otrzymamy
(y=x)(y+x+x’+xy+1y>=3y-3x+2)=0

Stad x =y co daje rozwigzania (0, 0), (2 — \/5,2 - \/5) , (2+ \/5,2 + \/5) .

Drugi czynnik nie ma pierwiastkow (tréjmian kwadratowy z parametrem o wyrdézniku
ujemnym ).

Zadanie 2.

Szkic rozwiazania.
Styczna ma réwnanie: y=x+k.

Ma ona jeden punkt wspolny z parabolg, zatem réwnanie ax’ +4a = x+k
czyli ax’ —x+4a—k=0 (D)
ma jedno rozwigzanie.
1-4a(4a-k)=0

164’ -1 1

Stad: k , X=—
4a 2a

Zatem: O=(0,0), A=(0,4a), M=(2L,J’)
a

104 |
2

Tak jest, gdy

Pole P trojkata OAM jest rowne

, gdzie |OA |=4a, za$ h jest odlegtoscig punktu M

: . 1 .
od osi Oy, czyli h = 5 Stad dostajemy P =1.
a

\e
Yy 5 e
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Zadanie 3.

SzKkic rozwigzania.
l)ya) P(AnB')=P(A)—P(ANB)=P(A)—P(A)-P(B)=P(A)-P(B"),
b) wynika z a).

2) Nie, tylko gdy co najmniej jedno z tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym.
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Czesc 11
PYTANIA TESTOWE

Po kazdym pytaniu sa podane 4 odpowiedzi oznaczone cyframi rzymskimi I, II, III i IV.
Z tych odpowiedzi jedna, dwie, trzy lub cztery sg prawdziwe.

1. Ktory z ponizszych ciggdw jest monotoniczny?
I g, :sinign_sj I »p, :cos(gn_sj
Sn 5n
m :tg[gn‘sj IV 4 - g(3”‘2j
Sn 2n
2. Ktore z ponizszych rdwnan nie ma rozwigzania?
I sinx+|logzx|=0 II cosx—|logzx|=0
I x+]|log3x|=0 IV x-log3x=0
3. Ktory z ponizszych zbiorow jest podzbiorem zbioru {a, {a, b}, {a}}?
I {a b} I o
I {{a}} IV {b}
4, Ktore z ponizszych rownan jest rownaniem okregu?
2 —
I ﬁ - 1 II d 2 1 = —1
(x*+y7) y
mr 272" = tg% IV 272" = tg%
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3. Ktory z ponizszych zbiorow ma wigcej niz 1000 elementow?
I Zbior wszystkich podzbioréw zbioru 10-elementowego
II  Zbior wszystkich trojelementowych podzbioréw zbioru 20-elementowego
III Zbiér wszystkich pieciowyrazowych ciggdw o wyrazach ze zbioru 4-elementowego
IV Zbior wszystkich czterowyrazowych ciggéw o roznych wyrazach ze zbioru 8-
elementowego
6. Ktore z ponizszych zdan jest prawdziwe?
I Jezeli w czworokgcie przekatne sg prostopadle, to ten czworokat jest rombem.
II  Jezeli w czworokat mozna wpisac okrag i na tym samym czworokgcie mozna opisaé
okrag, to ten czworokat jest kwadratem.
III Dwusieczne katow trdjkata przecinajg sie¢ w jednym punkcie, ktory jest srodkiem okregu
wpisanego w ten trojkat.
IV Symetralne bokow trojkata przecinajg sie w jednym punkcie, ktory jest srodkiem
cigzkos$ci tego trojkata.
7. Krzywe |xy| =1, (x + 1)2 +y? =1 maja punkty wspdlne lezace w éwiartkach
I Pierwsze;j. II Drugie;j. III Trzeciej. IV Czwarte;.
8. Niech n > 12 bedzie liczbg pierwsza. Liczba n! dzieli si¢ przez
I »n+1 II »n+2 III »+13 IV n+4
9. Tloczyn logarytméw log, 4-log, 5-log, 6-1log, 7 jest rowny:
| G ) m L v 2
4 3 2 3
10. Ktory z ponizszych szeregéw geometrycznych nie dla kazdej liczby
rzeczywistej X jest zbiezny?
I 1+sinx +sin’x +sin’ x+...
2 3
I 1+ 12+[ lzj +( lzj +...
2+Xx 2+Xx 2+x
I 2% +2°" 4277 42" 4 .
IV l+x+x?+x’+..
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ODPOWIEDZI

Prawidtowe odpowiedzi zaznaczono znakiem X.

Numer Odpowiedz

pytania |, I m W,
1 X X
2 X X X
3 X X
4 X X
5 X X X X
6 X
7 X X
8 X X
9 X
10 X X X

108



